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TEMPERLANGAN KAPUTO OPERATORI QATNASHGAN SUB-DIFFUZIYA
TENGLAMASI UCHUN BOSHLANGICH-CHEGARAVIY SHARTLI MASALA

Abdurasul Rafiqov
Farg‘ona daviat unuversiteti
Alisher Azimjonov Pardaboy o‘g’h
Farg‘ona davilat universiteti

Annotatsiya: Ushbu maqolada temperlangan Kaputo operatori qatnashgan sub-diffuziya
tenglamasi uchun boshlang‘ich-chegaraviy shartli masalaning yechimi yaqqol topilgan.

Kahlt so'zlar: Bessel tengsizligi, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligr, temperlangan Kaputo
kasr tartibli hosila operatori.

YCJIOBHAA 3AJAYA C HAYAJIBHO TPAHUYHbBIMHU YC/I0BUAMMU AJ1A
YPABHEHHUA CYBAUPPY3UNU C TEMIIEPUPOBAHHBIM OIIEPATOPOM KAIIYTO

AHHOTaI.[I/IH: B daHHOIll cmambe NnoKa3aHo si8HOe peuweHue 3a0a4u ¢ HA4Ya/1bHO

2PAHUYHbIMU YCAOBUSMU 051 YpasHeHuUs1 cy6ougg@ysuu ¢ memnepupo8aHHbIM
onepamopom Kanymo.

KinwueBsle cinoBa: HepaseHcmeo Beccensi, Hepasencmeo Kowu-byHsikosckozo,
dpo6HbIll onepamop npou3eodHol Kanymo.

THE INITTAL-BOUNDARY CONDITIONAL ISSUE FOR THE SUB-
DIFFUSION EQUATION IN WHICH THE TEMPERED CAPUTO OPERATOR IS
INVOLVED

Abstract: 7The solution to the imitial-boundary conditional issue for the sub-diffusion
equation i which the tempered Caputo operator 1s mvolved 1s evident in this article.

Keywords: Bessel's inequality, Cauchy-Bunyakovsky’s imequality, tempered fractional
Caputo derivative operator.

Q={(x1):0<x<1,0<t<T} sohada
DU (x,1) =U _ (X,1) (1)
tenglamani garaymiz, bu yerda ™ Dy,” — temperlangan Kaputo kasr tartibli hosila
operator
e
r(l-a)

ko‘rinishda aniqlangan, 0<ea <1, ¥ >0.

R (e RO

A masala. Q sohada (1) tenglamani va

U(x,0)=p(x), xe[0,1] @
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U@,t)=0,ULt)=0,0<t<T 3)

boshlang‘ich, chegaraviy shartlarni  ganoatlantiruvchi U € C(ﬁ) , U, eC(Q),
Te Dg7 e C(Q) sinfga tegishli yechimi topilsin, bu yerda @(X) — berilgan funksiya.

Masalaning yechimini

U (x,t) = X(X)T(t) (4)

ko‘rmishda qidiramiz.

(4) tenglikda X (X) ni fagat X ga, T(t) ni esa faqat t ga bog‘liq deb hisoblaymiz. (4)

ning o‘ng tomonini (1) tenglamaning ko‘rinishiga qo‘yib,

DT X ()T (t) = X "(X)T (t) %)
DT () _ X"() 6
T(t) X (x)

tenglamani hosil gilamiz. (6) tenglama uchun
TC Doat,}/T (t) Va X H(X)
T(t) X(X)

emas, ya'ni ular o‘zgarmas songa teng. Bu o‘zgarmasni (—4) orqali belgilab olamiz.

miqdorlarning har birt mos ravishda X ga ham t ga ham bog‘liq

U holda (6) ga asosan

DT () + AT (t) =0,t >0 (7)

X"(X)+AX(x)=0,0<x<1 (8)

tenglamani  hosil qillamiz. (4) ko‘rimishdagi masalaning yechimim (3)  shartlarm
qanoatlantiruvchi, aynan nolga teng bo‘lmagan U(X,t) yechimni topish uchun (8)
tenglamaning

X(0)=X(1)=0 9)

chegaravity shartlarmi qanoatlantiruvchi aynan nolga teng bo‘lmagan yechimni topish
kerak.

Endi A ning qabul gilishi mumkin bo‘lgan giymatlarini uchta holatda qaraymiz.

1-hol. 4 <0 bo‘lsin. U holda (8) tenglamaning umumiy yechimi

X(x)= Cel ¥+ C eV

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunda C, va C,- ixtiyorly o‘zgarmaslar. (9) chegaraviy
shartlarga asosan

C,+C,=0,Ce’"+Cce =0

bu sistemaning determinant noldan fargli bo‘lgani uchun C, = C, = 0.

Demak, X(X)e 0.

2-hol: | = 0 bo‘lsin. Bu holda (8) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi

X (x)= C,+ C,x

(9) chegaraviy shartlarni ganoatlantirib C,=0,C+C,=0 tengliklarni hosil
qilamiz. Bundan C; = 0,C, =0, demak X (X)e O ekanligi kelib chigadi.
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3-hol. | > 0 bo‘lsin. Bu holda (8) tenglamaning umumiy yechimi

X (x)= C,cos+/l x+ C,sinl x (10)
ko‘rinishga ega bo‘ladi. (9) chegaraviy shartlarga binoan
C,= 0,C,sin1 = 0. (11)

Biz C, Ne0Q deb hisoblaymiz, aks holda X (X): 0 bo‘lib goladi. Demalk,

sinyl =0

bo‘lgan holda, ya’m \/|_ =pn yoki | = p2n2 bo‘lganda, bu yerda N - natural son,
{(8), (9)} masala (11) ko‘rinishdagi aynan noldan farqli yechimga ega bo‘ladi.

Endi biz quyidagi xulosaga kelishimiz mumkin | = p n®.n=1273,..

sonlar {(8),(9)}masalaning xos qiymatlaridir. € SINPNX funksiyalar esa (C,- noldan
farqli ixtiyorlty o‘zgarmas) ularga mos xos funksiyalardir. Cc, =1, n=1212,3,... deb

hisoblaymiz.
Masalaning yechimin

U,(x8) = ST, 0)X, (X (12

ko‘rmishda qidiramiz.

(12) tenglikni (4) tenglama va (3) shartlarga ko‘ra
+T

U,(x,t)=e j & “E,(- I t*)sin(pnx) (13)
n=1

ko‘rinishda topamiz [ |.

Teorema: Agar ¢@(X)eC?[0,11~C3*(0,1), ¢"'(x)eL,(0,1), ¢(0)=0, ¢(1)=0,

¢"(0)=0, ¢"(1) =0 bo'lsa, u holda
+T
U,(x,t)=¢ j e “E, (- I t*)sin(pnx) (14)
n=1
funksiya masalaning yechimini aniglaydi.
Isbot. (14) qatorning yigindisi ham tenglamani qanoatlantiradi, hamda (14) qator tekis
yaqinlashuvchi va birinchi hamda ikkinchi tartibhi differensiallart mavjud bo‘lsa, (1) tenglamani

ganoatlantiradi.
Dastlab gatorning tekis yaqinlashuvchiligini tekshiramiz.
U (x,)]=>_p.e "'E, (=At*)sin(znx)| <
n=1
+00
<> lpe"E, (—lt"‘)sin(;znx)‘ (15)
n=1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuningdek ‘e‘y t‘ <1 va ‘Ea (=A,t%)|<C tengsizliklar orinli

ekanligidan foydalanamiz.
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(16)

_ﬂE ( _t® )Sln(ﬂ'nX)‘<CZ|¢n|:CZ|¢”|n <C|:Z Zn :|

_1 = n?

(16) ga Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini qo‘llaymiz.

- ﬁj¢(x)sin(ﬂnx)dx (17)
= ﬁnjw(x)sin(ﬁnx)dx (18)

(18) tenglikni bo‘laklab integrallaymiz

- ﬁnjw(x)sin(ﬂnx)dx =

=/2n¢(x) (—ijcos(nnx)

zn 0

+ \/Enjl-%cos(nnx)go'(x)dx = gjl-go'(x) cos(zznx)dx

51
ng, = £ .[ @'(x) cos(zznx)dx (19)
T %
(19) ga Bessel tengsizligini qo‘llaymiz
+00 2 1 ,
>l <= [[@/ (0] dx (20)
n=1 T 0

#(x) C[01], ¢"(x) € L, (0.1).
(20) tengsizlikka ko‘ra (14) absolyut va tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.

(14) yechimni X bo‘yicha birinchi va ikkinchi tartibli differensiallarini hisoblaymiz.

+T
U,(xt)= ¢ (pn)j & “E.(- I t*)cos(pnx)
n=1
+I
U, (xt)=- ¢ (pn) & “E, (- I t*)sin(pnx). @1
n=1

Endi (21) tenglikni baholaymiz.

+T
U, (xt)=| e (on)} & “E, (- I t*)sin(pnx)|J

n=1

+T
Je | (o) & “E, (- 1,t*)sin(pnx)|
n=1

‘e‘ gt‘ <lva < C tengsizliklar o‘rinli ekanligidan foydalanib,
+T +T

e | ()i e “E, (- I,t)sin(pnx)|< Cp’e fj ,n*=

n=1 n=1
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|

+T >K+ +1‘1
=szeh|nn JCp%eJ ne —zg

1
Cp’ %e jan e g (22)
+T
(22) mi hosil qilamiz. (22) da e — yaqinlashuvchi qator hisoblanadi, u holda
n=1
+T
e J "n® qator yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz, buning uchun (17) tenglikni n? ga
n=1
ko‘paytirtb
1
N’ =~/2n° J @(x)sin(znx)dx (23)
0

(23) n1 hosil gilamiz va uni uch marta ketma-ket bo‘laklab integrallaymiz

ﬁn3j¢(x)sin(nnx)dx = \/Enggo(x)(inj cos(znx)| +
0 —7T

0

n? |
j(p'(x) cos(znx)dx =
0

L ! 1 5
T 0 T 0 T
51
= —£2 [ " () cos(znx)ax.
T %
U holda (23) quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi,
n’p, =— V2 _[ @" (X) cos(zznx)dx (24)

(24) ga bo‘lsa Bessel tengsizligini qo‘llaymiz:

1 2
+00 2
D n°pl< j £gp”’(x) dx. (25)
n=1 0 T
(20) tengsizlikka ko‘ra UXX(X,'[) absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. (1)

tenglamadan "¢ Dg:”U (X,t) ham absolyut va tekis yaqinlashuvchi boladi.

Teorema isbotlandi.
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