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УДК 517.953.5 

О РЕШЕНИИ   ВТОРОЙ   КРАЕВОЙ  ЗАДАЧИ  ДЛЯ  УРАВНЕНИЯ 

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С ПОМОЩЬЮ  ФУНКЦИИ ГРИНА 

 

А.Х. ЖУРАЕВ 

 

В области  ( , ) : 0 , 1D x y x y    рассмотрим уравнение 

   
3 2

3 2
,

u u
L u g x y

x y

 
  
 

                                      (1) 

Отметим, что уравнения (1) является сопряженным к уравнению 

 ,xxx yyu u F x y   

которое является линейной частью ( при  0  ) так называемого ВТ-уравнения,  

(вязкое трансзвуковое уравнение) [1,2 ] 

xxx yy y x xxu u u u u
y


   . 

Регулярным  решением уравнения  (1), будем  называть функцию    ,u x y , 

которое  в  области  D  удовлетворяет  уравнению  (1)  и    принадлежит  классу  

   3,2 2,1

, ,x y x yC D C D . 

Задача 
1 . Найти регулярное решение уравнения (1) в области D , 

удовлетворяющее краевым условиям 

       1 2,0 , ,1y yu x x u x x   ,                                                       (2) 

           1 2 30, , 1, , 1,xx x xxu y y u y y u y y     ,                                    (3) 

где 

           0,2

,0,1 , 1,2, 0,1 , 1,3 , ,i j x yx C i y C j g x y C D       

кроме того, выполняются следующие условия согласования: 

   ,0 ,1 0.g x g x   

Аналогичная  задача  при условии  (2)  и  в условиях: 

       1 20, , 1, ,u y y u y y       31,xu y y  рассмотрена в работе [3]. 

Теорема 1.  Задача  
1   имеет единственное  решение  с точностью  до  

постоянного  слагаемого, т.е. если  существует  два  решения, то  их  разность  равно 

постоянному   числу. 

Доказательства.  Пусть задача 
1    имеет два решения   1 ,u x y   и    2 ,u x y , 

тогда       1 2, , ,u x y u x y u x y   является  решением  однородной задачи. 

Рассмотрим тождество 
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 2 21
0.

2
xx x y yuu u uu u

x y

  
    

  
                                            (4) 

 

Интегрируя тождества (4) по области D  и учитывая однородные краевые 

условия,  получаем 

   
1

2 2

0

1
0, , 0

2
x y

D

u y dy u x y dxdy   . 

Отсюда   , 0yu x y  , т.е.     ,u x y f x . 

Поставляя уравнение (1) получим  ( ) 0f x  .  Из условий  

     0 1 1 0f f f      имеем ( )f x C .  Отсюда   ( , ) , .U x y C C c o n s t    

Теорема доказана. 

В работе [3] интегрируя  по  области  D   тождество 

       L L                 
 

  
     

 
 

получено  решение 

   
1 1

0 0

1 1
2 ( , )

0 0
u x y Gu G u G u d Gu G u d     

 
 

 

 
     

    

( , ; , ) ( , ) ,
D

G x y g d d                                                    (5) 

где 

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )G x y U x y W x y       . 

Здесь   , ; ,U x y   -  фундаментальное   решения уравнения     0L u   

построенного 

Т.Д.  Джураевым  и  Ю.П. Апаковым  в  работе  [4] ,  которое  имеет  вид 

   
1

3, ; , , ,U x y y f t t        

где 

32 2 1 4
( ) , ;

6 33
f t t 



 
  

 
,       

3

2

3

4
, ,

27

x
t t

y







 



 

( , ; )a b x - вырожденная гипергеометрическая функция  [5]. 

( , ; , )W x y    - любое регулярное решение     уравнения      0L W  . 

Построим теперь функцию Грина ( , ; , )G x y   , которая должна обладать 

следующими свойствами при    , ,x y   : 

по переменным ( , )x y ; 
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0,

,0; , ,1; , 0,

0, ; , 1, ; , 1, ; , 0,

y y

xx xx x

L G

G x G x

G y G y G y

   

     

 


 


  

                      (6) 

по переменным   ,  ; 

 

   

     

0,

, ; ,0 , ; ,1 0,

, ;0, , ;1, , ;0, 0.

L G

G x y G x y

G x y G x y G x y

 

  

 

  

 


 


  

                              (7) 

Для этих целей решаем следующую вспомогательную задачу: 

Задача 
2 . Найти регулярное  решение в области  D  уравнения (1) 

удовлетворяющее краевым условиям: 

   ,0 0, ,1 0, 0 1y yu x u x x    ,                                                  (8) 

     0, 1, 1, 0xx x xxu y u y u y   ,   0 1y  .                                                      (9) 

Решение поставленной задачи будем искать в виде [6] 

1

( , ) ( )cosk

k

u x y X x k y




 .                                              (10) 

Функцию ( , )g x y  можно разложить по системе   c o sk y  собственных 

функций: 

1

( , ) ( )cosk

k

g x y g x k y




  ,                                              (11) 

где 
1

0

( ) 2 ( , )coskg x g x y k ydy  . 

Подставляя (10),(11) в (1) получим 

 

 3

1

( ) ( ) ( ) cos 0k k k k

k

X x X x g x k y 




    . 

Для нахождения функции ( )kX x приходим следующую задачу: 

  3( ) ( ) ( ),

(0) (1) (1) 0,

k k k k k

k k k

L X X x X x g x

X X X

   


   

                                                  (12) 

где 

 
23

k k  . 
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Решение задачи (12) будем искать методом построения функции Грина   ,kG x   

[7], которая обладает следующими свойствами: 

1.  ,kG x   непрерывно и имеет непрерывную производную по x  при 0 1x  . 

2. Еѐ вторая производная по x  в точке  x   имеет разрыв 1-го рода, причем 

скачок равен 1, т.е. 

   2 2

2 2

, ,
1

0 0

k kG x G x

x xx x

 

 

 
 

    
. 

3. В каждом из интервалов 0 x    и 1x    функция,    ,kG x   

рассматриваемая как функция от x , является решением уравнения 

 
3

3

3
0k

k k k

G
L G G

x



  


. 

4.    (0, ) 1, 1, 0kxx kx k xxG G G     . 

Функция Грина задач  (12)  имеет  вид: 

 
   

 
 

 
 

 
 

 
 

1 1
2 3 2 2

2 2

1 1
3 2 3

2 2

1

2

1
3

2

1
, 2 cos 2 cos

3

2 cos 1 4 cos cos 1

2 sin
6

4 cos sin , 0 ,
3 6

k k

k k

k

k

x x

k k k

x x

k k k

x

k

x

k k

G x e e

e x e x

e x

e x x

   

   

 

 


   

   


 

 
   

    

     

 

  

  
     
  

    

 
    

 

   
        

   

 

(13) 

   
 

 
 

 

1

2

1 1
3 2 3

2 2

1
, 2 cos

2 cos 1 4 cos cos 1 , 1.

k
k

k k

x
x

k k

x x

k k k

G x e e

e x e x x

 
 

   

  

    

 
     

     

  


     

 

3

2
k k  ,    

3

2 23 1 2 cos
3

k

k ke
 

 
  

     
  

. 

Легко можно, убедится, что функции определенная формулой (13) обладает 

всеми свойствами,  сформулированными при  определении функции Грина. 

Решение задачи 
2  имеет вид 

     
1

0

,k k kX x G x g d    .                                               (14) 

Тогда по формуле (10), учитывая  (14) решение задачи 
1  принимает вид 
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1 1

1 10 0

, , cos , cosk k k k

k k

u x y G x g d ky G x ky g d       
 

 

    .                 

(15) 

Если функция  ,u x y  и его производные yyxxx uu , сходятся равномерно, в 

области  D , то функция ( , )u x y  даѐт решение задачи 
1 . 

Найдѐм оценки функции (15): 

     

       

1

10

1 1

1 10 0

, , cos

, cos , .

k k

k

k k k k

k k

u x y G x ky g d

G x ky g d G x g d

   

      





 

 

 

 



  

                        (16) 

При сделанных предположениях относительно ( , )g x y  имеет место неравенство 

[8], 

1

2
( )k

M
g

k
    ,  1 0.M const   

Учитывая  это, (16) можно написать в виде 

       
1 1

1 2
1 10 0

1
, , ,k k k

k k

u x y G x g d M G x d
k

    
 

 

    .                      (17) 

Из (13) вычисляя оценки  функции  ,kG x   находим: 

 

1

2
2

3 1

2 2

12 2

3 1

2 2

22 2 2

2 2
, 0 , 0 ,

3
,

4 4 1
, 1, 0 ,

3 3 3

k k

k k
k

k k

k

k k k

e e
x x

G x

e e e
x x

  

  
 

  
 



  
  

 

 



      


 

       


 

или 

 
1

2

3 1
42 2
3

22 2 2

4 1
, 2 .

3 3

k k
k

k

k k k

e e e
G x M k

  
 


  

 




                                          (18) 

Тогда из (17), получим что 

 
10

3
3,u x y M k



 , 

отсюда ряд (15) сходится равномерно. 

Покажем также, что ряд производных  
xxxu  сходится  равномерно. 

 
       

3 1 13
3

3 3
1 10 0

,
, ,k k k k k

k k

u x y
G x g d G x g d

x x
      

 

 

 
 

 
   ,                               (19) 

 
     

3 1 13
3

43 3 2
1 10 0

, 1
, ,k k k k

k k

u x y
G x g d M G x d

x x k
     

 

 

 
 

 
   .                           

(20) 
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Отсюда получим 

 
1

2

23 1

3 32 2
5

4 1
, 2

3 3

k k
k

k k k k kG x e e e M k
  

     
 


    . 

Тогда из (20) имеем 

 3 4

3
63

,
, 1,6 ,i

u x y
M k M

x


 


 

Отсюда ряд (19) сходится равномерно. 

Так как 

   2 3

2 3

, ,u x y u x y

y x

 


 
, 

то аналогичным  образом доказывается равномерная сходимость ряда 

производных 
2

2

u

y




. 

Отсюда вытекает возможность почленного дифференцирования ряда (15), 

необходимый для  удовлетворения уравнения (1). Изменение порядка суммирования и 

интегрирования всегда законно, в силу того, что ряд под интегралом (15), равномерно 

сходится  по  . 

В решение (15) заменяя  ( )kg   их значениями, получим окончательное решение 

вспомогательной задачи 
2  в следующем виде: 

     

   

       

1

10

1 1

10 0

1 1 1 1

10 0 0 0

, , cos

2 , , cos cos

, 2 , cos cos , , , , ,

k k

k

k

k

k

k

u x y G x ky g d

G x g k kyd d

g G x k ky d d G x y g d d

   

       

             













 

 

 



 

  

 

где 

   
1

, , , 2 , cos cosk

k

G x y G x k ky     




  .                           (21) 

Легко можно, убедится, что для функции  , , ,G x y    выполняются  все 

условия,  задачи (6) и (7). Функция (21) является функцией Грина первой краевой 

задачи в области D. Сходимость ряда (21) следуют из оценки (18) для функций 

 ,kG x  , кроме точки x  . 

Учитывая,  выполнение для функции  , , ,G x y   краевых условий (6), (7) и для 

функции  ,u x y  краевых условий (2), (3) из (5) получим  решение задачи 
1  в явном 

виде: 
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1 1

3 2

0 0

1 1

1 2

0 0

1

1

0

2 , , ,1, , ,1,

, ,0, , , ,1

, , ,0 , , , , .
D

u x y G x y d G x y d

G x y d G x y d

G x y d G x y g d d

       

       

         

  

  

 

 

 

 

                     (22) 

Таким образом, мы доказали следующую теорему. 

Теорема 2.  Пусть        0,1 , 1,2, 0,1 , 1,3i jx C i y С j       

   0,2

,, x yg x y C D , а также выполняются условия согласование, тогда решение задачи 

1  имеет вид (22), где функция Грина  , ; ,G x y    определяется формулой (21). 
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