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%matematika, fizika va boshqa fanlarning bir qancha masalalarini yechishda,

xususan har xil jarayonlarning tezliklarini o‘rganishda keng qo‘llaniladi.

‘ \ Ay orttirmasini argument orttirmasi Ax ga nisbatining Ax nolga intilgandagi limitiga

aytiladi va u, ¥', ¥ (x9), f'(x0), Z—z lardan biri bilan belgilanadi.

~ uchun quyidagi algoritmni ko’rsatish mumkin.
1) x ga Ax orttirma beriladi, u holda y = f(x) funksiya ham Ay orttirma oladi va ’;
y + Ay = f(x + Ax ) bo’ladi; '
2) Funksiyaning Ay orttirmasi topiladi;
Ay = f(x + Ax )= f(x);
3) Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati topiladi;

Ay _ flx+Ax)-f(x) |
Ax Ax ’
4) Bu nisbatning Ax nolga intilgandagi limiti topiladi;

lim =Y = £(x)

Ax—0 Ax

differensiallash deyiladi. /
Agar Y= f(X) funksiya biror oraliqda aniqlangan bo‘lsa va f’(X) hosila bu \
oraligqning har bir nuqtasida mavjud bo‘lsa, u holda -

£/(x) = lim f(x+ Ax) — f(X)

Ax—0 AX

formula f’(X) hosilani X ning funksiyasi sifatida

ko‘rsatilmagan bo‘lsa, hosilani X ning mumkin bo‘lgan barcha qiymatlarida topamiz :
va Y'(X) deb yozamiz.
f'(x) ga funksiya hosilasining X, nuqtadagi qiymati deyiladi.
¥ = f(x) egri chizigning My(xo; ¥o) nuqtasiga o’tkazilgan urinmaning k burchak

k= f(xo).

: ¥y = f(x) egri chiziqgning M(x¢; yo) nuqtasiga o’tkazilgan urinmaning tenglamasi
Y —Yo = f'(%)(x = xo)

formula yordamida tuziladi. Bu yerda y, = f(x,).

Nugqta Ox o’qi bo’yicha harakat qilib, vaqtning t paytida x = f(t) koordinataga =] >
ega bo’lsin, u holda vaqtning t paytida N4
. Ax  dx . A d’x S
V=Ilm—=—, a = lim —=— bo’ladi.
At—0 At dt At—0 At dt
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Hosila matematikaning asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi. Hosila i > < 5[

y = f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deb, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi »

Hosilaning ta’rifiga ko’ra, funksiyaning ixtiyoriy X nuqtadagi hosilasini topish :_‘-,"

Berilgan f(x) funksiyaning f'(x) hosilasini topish amaliga funksiyani -

aniqlaydi. Bundan keyin, agar y= f(X) funksiyani differensiallashda  nuqta NE

7 koeffisienti ¥y = f(x) funksiya hosilasining x = x, nuqtadagi qiymatiga teng. Ya’'ni,
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har doim ham oson emas va ancha murakkab hisoblashlarni talab etadi. Shu sababli 7,

7 amalda y = f(x) funksiyaning hosilasi quyidagi qoidalarni qo’llash yordamida topiladi.
3 1. (c)' = 0 (c-o’zgarmas son).
2. (¢f)' = c f' (c-o’zgarmas son).
3.(ftg9)' =1ty
a.(f9'=fg9+g"f

5. (D) = M (g(x) # 0).

Bu yerda f va g lar x nuqtada hosilaga ega bo’lgan funksiyalardir. Egri ch1z1qn1ng

c My(x9; ¥o) nuqtasiga o’tkazilgan normal tenglamasi y —y, = ——(x — Xp) dan 1b0rat

’ ~ bo’ladi (I-chizma).

yl

T A N\’x

1-chizma

NS

deyiladi. Ularning uzunliklari urinma va normal uzunliklari deyiladi.

Ta’rif. Y = f (X) funksiyaning X, nugqtadagi o‘ng (chap) hosilasi deb

£/(x )= A'X'L'L% (f (x,) = lim %) limitga aytiladi,

/// topamiz. Berilgan funksiyaning X, = 3 nuqtadagi orttirmasini topamiz:
B

Ay = f(3+AX) - (3) = 3+Ax—3|—|3-3]H Ax|.

U holda

. A AX Ax . A AX . —AX

tim 2 i X i 21 im Y i X i 22X g
AX—0+ AX AX—0+ AX AX—0+ AX Ax—0— AX AX—0— AX AX—0— AX
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Har qanday funksiyaning hosilasini hosilani hisoblash algoritmi bo’yicha aniqlash ‘

TA =1y, ctgp, AN =y, tge kesmalar mos ravishda urinma osti va normal osti

Misol. f(X)=|X—3| funksiyaning X, =3 nuqtadagi o‘ng va chap hosilalarini - A
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Bu misolda f/(0)# f'(0). Shu sababli f(X)=| X —3|funksiya uchun AX—>0da = >
Ay _|AX]

=-—— nisbhatning limiti mavjud emas va f(X)=X—3| funksiya X, =3 nuqtada
AX  AX
hosilaga ega bo‘lmaydi.

Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan ta’riflaridan ushbu tasdiqlar kelib

chiqadi: agar funksiya X, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, funksiya shu nuqtada bir-biriga .

teng bo‘lgan o‘ng va chap hosilalarga ega bo‘lib, f'(x,)= f'(x,)= f'(X,) bo‘ladi; agar Nk

funksiya X, nuqtada o‘ng va chap hosilalarga ega bo'lib, /(%)= /(%) bo'lsa,

0
funksiya shu nuqtada hosilaga ega va f/(x,) = f'(X,) = f'(X,) bo‘ladi.
Agar ¥y = f(x) funksiyaning hosilasi f'(x) o’z navbatida hosilaga ega bo’lgan =~

funksiya bo’lsa, u holda uning hosilasi ikkinchi tartibli hosila deyiladi va f"'(x) deb N

belgilanadi.

Agar f"(x) ikkinchi tartibli hosila yana hosilaga ega bo’lgan funksiya bo’lsa, u ’

holda uning hosilasi uchunchi tartibli hosila deyiladi va f'"'(x) kabi yoziladi.

Xuddi shunday to’rtinchi, beshinchi va xakazo n —tartibli hosilalarga ta’rif berish PONKE

mumkin.

Hosilaning fizik ma’nosi. Faraz qilaylik, harakat qilayotgan moddiy nuqtaning

harakat qonuni s(t)=f(t), ya’ni vaqtning uzluksiz funksiyasi ko’rinishida berilgan f‘:'

bo’lsin.
Argument t ga At orttirma berib s(t) funksiyaning At orttirmasini topamiz.

Ma’lumki, As(t)=s(t+4t)-s(t) bu tenglikdan, Di
As(t) _ s(t+ At) —s(t) v

At At o

nuqtaning [t,t + At] vaqt orasidagi o’rtacha tezligini beradi. Hosila ta’rifiga ko’ra :

As(t)

ni olamiz, ya’ni, S nisbat harakatdagi moddiy 7

s'(t)= Im as_ Voniy Ya'ni harakatdagi moddiy nuqtaning yo’l tenglamasidan vaqt

Ax—0 At
bo’yicha olingan hosila moddiy nuqtaning ¢ vaqt momentidagi oniy tezligini beradi.

Umulashtirgan holda, agar Y = f(X) funksiya biror fizik jarayonni ifodalasa, u

holda y' hosila bu jarayonnig ro‘y berish tezligini ifodalaydi deyish mumkin. Bu ™~

jumla hosilaning fizik ma’nosini anglatadi.

Hosilaning geometrik ma’nosi. Hosilaning geometrik ma’nosi: y=f(x) funksiyaﬂ "

grafigiga biror My(xo;f(x0)) nuqtada urinma o’tkazish bilan bog’liqdir. y=f(x) funksiya

grafigiga biror Mo(xo; f(x0)) nuqtada o’tkazilgan urinma deb, My M kesishuvchini M M

nuqta grafik bo’ylab My nuqtaga intilgandagi limit holatiga aytiladi.

Namuna. y=x3 funksiyaning argument qiymati x dan x+ Ax ga orttirmasini -~

toping. Yechish. f(x)= x* f(x+ Ax)=( x+ Ax)? Demak, Af= f(x+ Ax)- f(x)= (x+ dx)s- o0 Lo

3= x3+3x2 Ax+3x(Ax)2+( Ax)3.
Shunday qilib, Af=(3x2 +3xAx + Ax)? Ax

f(x)=C funksiyaning hosilasini toping, bunda C — berilgan son.
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f(x+h)-f(x) C-C _
h h
Ayirmali nisbat istalgan h#0 da nolga teng bo’lgani, ya’ni uning giymati h—>0 da

0

¢ o’zgarmas sonning hosilasi nolga teng: (€C)'=0
; f(x)=kx+b chiziqli funksiyaning hosilasini toping.
f(x+h)—f(x) k(x+h)+b—(kx+b) kh
h ) h “h v
Ayirmali nisbat istalgan h#0 da k ga teng bo’lgani uchun bu nisbatning limiti ham
h—0 da k ga teng bo’ladi. Demak, (kx+b) =k. |

=k

' reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy modda miqdori aniqlanayotgan bo‘lsin. Bunda t

‘ vaqt oralig‘ida kimyoviy reaksiyaning o‘rtacha tezligini ifodalaydi. Bu nisbatning At ‘

nolga intilganidagi limiti, ya'ni

. Am . m(t+ At) —m(t
v(t) =lim— yoki V(t)=Iim ( ) (®)

A0 At At—0 At
kimyovty moddaning t ondagi reaksiyaga kirishish tezligini aniqlaydi.
Tabiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalarini limitlar orqali topish :

gmumkin. Masalan, agar p= p(t) vaqtning t onida tabletkadagi dori moddasining 3

At—0 At At—0 At

tenglik bilan aniqlanadi.

hosilalarini topishda cheksiz kichik funksiyalardan, teskari va murakkab funksiyalarni

differensiallash qoidalaridan foydalanamiz.

1. O‘zgarmas funksiya: Yy =C(C € R). O‘garmas funksiya butun sonlar o‘qida ~

\ Ay .0
- bo‘ladi. Shu sababli (C)'= IAImo_Ay = llmo— =0.
A x—0 AY x—0 Ay

2. Darajali funksiya: Y =X", bunda ¢ €R,ax#0. Bu funksiya uchun X>0da =%

Ay = (X + AX)* — X = x"[(l+ &) — J bo‘ladi.
X

+AX] -1
X

AX

292

:o’zgarmagani uchun bu nisbatning limiti ham nolga teng bo’ladi. Shunday qilib, A

Kimyoviy reaksiyaga kirishish tezligi. m=m(t) funksiya bilan vaqtning t onida >

aqtning At orttirmasiga M kattalikning AM orttirmasi mos keladi va —— nisbat At A\

Asosiy elementar funksiyalarning hesilalari. Asosiy elementar funksiyalarning > KalC

differensiallash formulalaridan hamda yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va bo‘linmani
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AXY" AX
AX —0da (1+ —] —1 ~ @— ni hisobga olib, topamiz:
X X
AXY"
1+—| -1
Ay X w1 OAX e A ot
lim — = x“ lim =X lim —— = x“lim — = ax“".
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX - X Ax—0 X
Demak, (X*) =ax“".
1 1 F1 705 IR
Xususan, | — | =——, (\/;) =—F. N\
3. Korsatkichli funksiya: y=a", bunda aeR,a>0,a#1. Bu funksiyaning 7© 2\
, A A . a¥ -1 Y oy
oS Z orttirmasi Ay=a"" —a*=a*(@” -1) ga teng bo‘lib, A_y =a - bo‘ladi. = 7
\ S X P

AX N
Bundan AX—0da a™ —1~AxIna ni hisobga olib, topamiz:
Ay Axlna

i .,art-1 .
lim—=Ilima*- =a“lim a‘lna.
Ax—0 AX Ax—0 AX AX—0 AX

Demak, (a*)'=a"Ina.
Xususan, (€*) =e”. N
4. Logorifmik funksiya: y=Ilog, X, bunda aeR, a>0, a=1. y=log, x

AX

funksiya X=a’ funksiyaga teskari funksiya. Bunda X'(y)=a’Ina. iy o
¢ 11 1 &
X(y) a’lna xlna

U holda Y'(X)==

Demak, (log, x)' = L
XxIna

1
Xususan, (Inx) ==,
X

5. Trigonometrik funksiyalar. Y =Sin X funksiyaning orttirmasi

Ay =sin(X + Ax) —sin X = 2sin %cos(x + %)

. AX AX
A 2sin 7cos X + >
bo'lib, Y=
AX AX
. AX  AX
Bu tenglikdan AX—0 da SIn 7 ~ 7 ni hisobga olib, topamiz:
AX AX
A 27 COS| X + > Ax
lim 2. = im = lim cos(x + —) = C0S(X +0) = cos x.
AXx—0 AX AX—0 AX Ax—0 2

O / www.bestpublication.org 293
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Demak, (Sin x)’=cosx.

Yy =C0SX funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi formulasidan R

‘ « foydalanib topamiz:
g !

(cosx)' = (sin (% - XD = cos(% - x] : (% — xj = cos(% - xj (-1 =-sin x.

Demak, (cosx)’ =-sinx.

y =1gX funksiyaning hosilasini bo‘linmaning hosilasi formulasidan foydalanib N
’ . WS
7 _ . (sinx (sin X)'cosx — (cosx)'sin X cos® X +sin? x 1 U
topamiz: (tgx)' = = - = - = —. 24
L COS X COS™ X COS™ X Cos™ X 72
Demalk, (tgx)' = 1 )
cos” X

y =CtgXx funksiyaning hosilasini topishda murakkab funksiyaning hosilasi )

/ formulasidan foydalanamiz:

(ctgx)'{tg(%—xj] -
cosz(”—xj S X
2

Demak, (ctgx)'=—

sin® x-
6. Teskari trigonometrik funksiyalar. Yy=arcsinX funksiya

‘ funksiyaga teskari. Bunda X'(y)=c0Sy = \/1—sin 2y = \/1— x* .

U holda Y'(X) ! !
0 a pr— = .
X'(y) J1-x°
Demak, (arcsinx)’ = #.
1-x? Nl &/
. T
y=arccosx funksiyaning hosilasini  arcsin X + arccosx = E formuladan ”/
4ox - _ , ( . . 1
¢ foydalanib topamiz: (arccosx)’ = (E —arcsin xj =—(arcsinx)' = —ﬁ.
—X 7o 1S

1
N/

y = arctgXfunksiyaning hosilasini  teskari funksiyaning hosilasi formulasidan

Demak, (arccosx)’=-—

foydalanib topamiz:
(arctgx)’ = 1 -=C0s"y = 1 —= ! —.
(tgy) 1+tg°y 1+X
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5"

Demak, (arctgx)’ = 1
1+Xx

T
arctgx va arcctgx funksiyalar arctgx + arcctgx = 5 bog‘lanishga ega.

!’

X2

Bundan (arcctgx)’ = (g - arcctgx) =—(arctgx)’ = 1 !
+

1

+x2

Demak, (arcctgx)’ = 1

Hosilaga doir topshiriqlardan namunalar keltiramiz.

l.y = x3 funksiyaning x = 1 nuqtadagi hosilasi topilsin.

oY Yechish: 1) x argumentga Ax orttirma beramiz. U holda y funksiya y Ay orttirma
72 oladi. v+ Ay = (x + Ax)3 = x% + 3x2 - Ax + 3x - (Ax)? + (Ax)3;
2) Ay ni topamiz:
Ay = (x + Ax)® —x3 = x3 + 3x% - Ax + 3x - (Ax)? + (Ax)3 — x3 =
= [3x2% + 3xAx + (Ax)?] - Ax;
3) i—z ni topamiz:

by _ [teswbxt@ofax 3x% + 3x - Ax + (Ax)?;
Ax Ax

Ax—0 Ax

= funksiyaning hosilasidan iborat bo’ladi.

F— tim &Y _ 2 . 2] — 242
y —AILIEOAX AILIEO[Sx + 3x - Ax + (Ax)?] = 3x°.

y'(1)=3-12=3.
' urinmaning tenglamasi tuzilsin.

ordinatasini topamiz:

Yo=y(xo) =y(=2)=2-(-2)*-2=24-2=6.
\ y = f(x) egri chiziqning M,(xy; Vo) nuqtasiga o’tkazilgan urinma tenglamasi”
"/ / Yy — Yo =Y (x0)(x — x¢) dan iborat bo’lgani uchun dastlab y’ ni so’ngra y'(x,) = ¥'(2) - “
¢ ni topamiz.
' y' = (Q2x2 —2) = (2% — (2)' = 4x — 0 = 4x;
y'(=2)=4-(-2) =-8.
Demak urinma tenglamasi
Y=y =Y (x)(x —xy), y—6 =—-8(x+2), y =—8x — 10 dan iborat.
3.y = x? — cosx + 2 funksiyaning hosilasi topilsin.
Yechish: Funksiyalar yig'indisining hosilasini topish formulasidan foydalanamiz:
y' = (x%? —cosx + 2) = (x2)" — (cosx)' + (2)' = 2x + sinx + 0 = = 2x + sinx.
4. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

l www.bestpublication.org 295

4) lim 2 i topamiz: Agar bu limit mavjud bo’lsa, u holda y berilgan A

2. y = 2x* — 2 parabolaning absissasi Xy, = —2 bo’lgan nuqtasiga o’tkazilgan;-lf’l

Yechish: Parabolaga tegishli bo’lgan va absissasi xy = —2 bo’lgan nuqtaningb
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1) y= (Zx + 1)(3X - 1), 2) Y = X * COSX; 3) y = 3+2x

1+x

Yechish: 1) Ko’paytmani hosilasini toppish qoidasidan foydalanamiz:

y = [@x+D(3x1)] = @x+ 1) - (3x1) + +(3x-1) - @x+ D=2 (3x1) +3- S

(2x+1) = 6x-2+ 6x+
y =[2x+1DBEx-1)] =@2x+1)-Bx-1)++(Bx-1) - 2x+ 1)

=2-Bx-1D)+3-@2x+1)=6x2+6x+y =[x+ 1)(3Ex-1)]
=2x+1)-GBx-1D)++Bx1) -2x+1)=2-CBx-1)+3-2x+1)
= 6x-2 + 6X +

+3=12x+1;

2) y" = (xcosx)' = (x)' - cosx + (cosx)' * x = cosx — x - sinx;

3) Bu funksiyani hosilasini topish uchun bo’linmani hosilasini topish qoidasidan

3+2x)’ _ B+2x0) (1+0)-(1+x)"(3+2x) _ 2:(1+x)-1-(3+2x) _
14x /) (1+x)2 - (1+x)2 -

foydalanamiz: y' = (
2+42x-3-2x _ 1
a+x)2 (Q+x0)?

5. To’g’ri chiziqli harakat qonuni
S=4t3—-t*+1(m)

formula bilan berilgan. Bu harakatning t = 4c¢ bo’lgan paytdagi tezlanishi topilsin.

Yechish: Harakatning t paytdagi tezligi:

v(©) =s'(t) = (467 — > + 1) = (12t* - 20) .,

t paytdagi tezlanishi esa

a(t) = v'(t) = (12t% — 2t)' = (24t — 2)%;

ga teng bo’lib undan a(4) =24-4—2=96—2 = 94 Cﬂz

6.y = %xﬁ + 2x° — 4x + 10 funksiyaning beshinchi tartibli hosilasi topilsin.

Yechish: y! = Gx6 + 2x° —4x + 10)’ = 2x> + 10x* — 4;
y = (2x> 4+ 10x* — 4)" = 10x* + 40x3;
yM = (10x* + 40x3)’ = 40x3 + 120x3;
yV = (40x3 + 120x%)" = 120x? + 240x;

yV = (120x% + 240x)’ = 240x + 240 = 240(x + 1).

7.y = cosx funksiyaning to’rtinchi tartibli hosilasi topilsin.

rnr

Yechish: y' = (cosx)' = —sinx; y" = (—sinx)' = —cosx; y"" = (—cosx)' =
& sinx;  yV = (sinx)’ = cosx. el &,
8. f(x) = x® 4+ 5x% — 1 funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi topilsin va ' (0.5) 2\

hisoblansin.
Yechish: f'(x) = (x3 + 5x% — 1)’ = 3x% + 10x;
f"(x) = (3x* + 10x)' = 6x + 10;
£7(0.5) =6-05+10=3+10 = 13.

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar jumlasiga qattiq jismni to'g'ri

chiziqli harakatini, yuqoriga vertikal holda otilgan jismning harakatini yoki dvigatel > L
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% 3
& silindridagi porshen harakatini tekshirish kabi masalalarni kiritish mumkin. Bunday >

7" harakatlarni tekshirganda jismning konkret o'lchamlarini va shaklini e‘tiborga olmay, ”

=7 uni harakat qiluvchi moddiy nuqta shaklida tasavvur qilamiz.
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