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ta’'minlash uchun o‘qituvchilar mukammal bilimga ega bo’lishlari va o’z ustilarida :

o’quvchilarda limitning ma'nosi, uning belgilanishi haqida aniq tasavvur bo’lishi zarur, 7

N

ko’rib o’tamiz.

Ta’rif 1. y=f(x) funksiyani b son bilan X —>ada cheksiz kichik bo’lgan y=a(x)

X —a da bu funksiyaning limiti deyiladi va
lim f(x)=b ko’rinishda yoziladi.

X—a

bo’lsa, u holda f(x) +g(x) va f(x) x g(x) funksiyalar ham X —a da limitga ega bo’ladi. 7 <
Iim(f(x)+ g(x))= lim f(x)+1lim g(x) va Iim(f (x) x g(x))= lim f(x)xlim g(x) gisqacha |

ko’paytmasiga teng. :
2-xossa. Agar y=f(x) va y=g(x) funksiyalar X >a da limitga ega bo’lsa, bunda

ikkinchi limit noldan farqli bo’lsa, u holda

f (X)j _ lim f(x)

lim ( X8 bo’ladi.
Sl g09)~ im g(x)

x? +10

1-misol. Iirn5 22— ni hisoblaymiz. Yuqoridagi tasdiqlarga asosan
X—> X —

- 2 - 2
x2+10 _M(x"+10) Imx"+10 52,19 35 5

X —_—

im = = = ===
x5 2x% —1 Iim5(2x2—1) 2Iim5x2—1 2.5°-1 49 7

farqli bo’lsa, x ning a ga yaqinlashgani sari funksiya qiymati modul bo’yicha juda katta -

bo’ladi. Bunda X —ada funksiya cheksiz katta bo’ladi va lim % =0 kabi yoziladi. ~
g(X
Masalan,
X247
lim —— =
x-2 X° —4

X—a ga qisqartirib, aynan aylantirish kerak.
x> -9
>3 x> —Tx—12
ko’paytuvchilarga ajratib, kasrni x-3 ga qisqartiramiz:

. x*-9 . (x=3)(x+3) . x+3_3+3_
lim — X =7 =fjm XZIAXES) g XSO g
23 X°—7x+12 3 (x-3)(x—4) 3 x-4 3-4
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Ma’lumki, funksiya, uning hosilasi va integrali tushunchalari matematika fanida > Kl

qo‘llaniluvchi asosiy tushunchalar bo‘lib, ularni o’quvchilar puxta o‘zlashtirishini 7"~

tinimsiz ishlashlari zarur. Matematika bo’yicha funksiya hosilasini o’rganish uchun DY
3 bunga erishish uchun limit haqida yaqqol tasavvur uyg'otuvchi konkret masalalardan (D
foydalanish maqsadga muvofiq bo’ladi. Quyidagi misollar asosida limitlarni yaqindan |~ 7/

funksiya yig’indisi ko’rinishida, ya'ni y=b+a(x) ko’rinishida yozish mumkin bo’lsa, b son 3

1-xossa. Agar y=f(x) va y=g(x) funksiyalar X >a da limitga ega

aytganda, yig’indi limiti limitlar yig’indisiga teng, ko’paytma limiti limitlar

Agar a nuqtada kasr-ratsional funksiyaning maxraji nolga aylansa va surati noldan -

Agar x—>a da surat ham, maxraj ham nolga aylansa, kasrning surat va maxraji -

2-misol: lim ——————  ni hisoblaymiz. Buning uchun surat va maxrajni N
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Ta’rif. Agar f(x) funksiya a nuqtada aniqlangan va |irT11 f(X)= f(a)bo’lsa, bu o>

funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

Shunday qilib, agar funksiyaning a nuqtadagi limiti mavjud bo’lib, funksiyaga

argumentning qiymatini qo’yganda bu limitni hisoblash mumkin bo’lsa, funksiya a

nuqtada uzluksiz deyiladi. Bunday shart bajarilmaydigan nuqtalar funksiyaning uzilish

nuqtasi deyiladi. Ko’p hollarda uzilish qismlarni ajratuvchi nuqtalarda (bu qismlarda

funksiya turli analitik ifodalar bilan berilgan) yoki maxraj nolga aylanadigan S

nuqtalarda sodir bo’ladi. Bu uzluksiz funksiyalar haqida xossalardan kelib chiqadi.
1-xossa. Agar y=f(x) va y=g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda ;.
y=f(x) + g(x) va y=f(x)g(x) funksiyalar ham bu nuqtada uzluksiz bo’ladi. ;
2-xossa. Agar y=f(x) va y=g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo’lsa va bunda =

g(a)#0 bo’lsa, y= % funksiya ham bu nuqtada uzluksiz bo’ladi.
g(X

f(x)
g(x)

Bu tasdiqlardan ko’rinib turibdiki, agar funksiya y=

ifoda bilan berilgan TN

bo’lsa, bunda y=f(x) va y=g(x) funksiyalar uzluksiz, maxraj nolga aylanadigan

nuqtalardagina uzilish sodir bo’ladi.
2
Masalan, y= 2X—+9

funksiyaning uzilish nuqtasini topish uchun x> —-6x+8=0
X°—6Xx+8 Y 8 1 P

tenglamani yechish kerak: x, =2, x, =4; 2 va 4 nuqtalar berilgan funksiyaning uzilish :

nuqtalaridir.

Tarif. Agar y=f(x) funksiya [a;b] kesmaning barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, bu &

funksiya [a;b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz bo’lgan funksiyalar qator muhim xossalarga ega.

3-xossa. Agar y=f(x) funksiya [a;b]| kesmada uzluksiz bo’lsa, uning bu kesmada

gqiymatlari orasida eng katta va eng kichik qiymatlari mavjud.

4-xossa. Agar y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo’lib, uning oxirlarida ;-

(uchlarida) turli ishorali qiymatlar qabul qilsa (masalan, f(x)<0, f(b)>0), bu funksiya

[asb] kesmaning qaysidir nuqtasida nolga aylanadi.

Misol. x*-6x+3=0 tenglama [2;3] kesmada hech bo’lmaganda bitta ildizga ega.

Shuni isbotlaymiz.

Hagqiqatan, y=x3-6x+3 uzluksiz funksiya bu kesmaning chap oxirida O

f(2)=2°-6-2+3=-1 qiymatini, o'ng oxirida f(3)=3°-6-3+3=12 qiymatni qabul V=

qiladi. Bu qgiymatlar turli ishorali, shuning uchun funksiya [2;3] kesmada nolga,;‘::; 780

aylanadi. Bu esa x°-6x+3=0 tenglama bu kesmada hech bo’lmaganda bitta ildizga ega

ekanligini anglatadi.

Endi argumenti haqiqiy son bo’lgan funksiya limitini qaraymiz. Buning uchun A

avvalo to’plamning limit nuqtasi tushunchasini keltiramiz. X — biror haqiqiy sonlar o

to’plami, a — biror nuqta bo’lsin.
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1-ta’rif. Agar a nuqtaning har bir atrofida x-to’plamning a dan farqli kamida bitta &

b) Ushbu N :{X|n,neN} to’plam  limit nuqtaga ega emas. Lekin,

: U_(),U,_(+x0),U_ (—0) atroflarda X to’plamning nuqtalari bo’lsa, mos ravishda oo,+00,—0 N X

Yugqoridagi ta’rif va misollardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
Io. X to’plamning limit nuqtasi shu to’plamga tegishli bo’lishi ham, tegishli

2-ta’rif. Agar har qanday &> 0 son uchun shunday &0 son topilsaki, argument x 4

‘ning 0< |X— a| <b tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qgiymatlarida | f(x)— b| <& f‘ /

tengsizlik bajarilsa, b son f{x) funksiyaning a nuqtadagi (x—a dagi) limiti deb ataladi va ;= | . :
lim

S . f(x)=b kabi yoziladi. Tarifdagi 0<|x—-a/<5 tengsizlik a-S<x<a+s )
X —> ,

bo’lganligi uchun bu ta’rifni quyidagi formada yozish mumkin:

2" -ta’rif. Agar b nuqtaning ¢ -atrofi qanday bo’lmasin a nuqtaning shunday o 7

]

bevovsovvvcsnvenns

R ——

y

a—-~o a a+ao X N wer
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Ta’rifdan ko’rinadiki f(x) funksiya (a-b, a+b) intervalda aniqlangan bo’lishi kerak. 3D

7 Bunda u a nuqtada aniqlanmagan bo’lishi ham mumkin.

lim
1-misol. (2x —1) =3 ni isbotlang.
X—2

Yechish. Ixtiyoriy &>0 olamiz. Unga ko’ra shunday &>0 topilib, |x-2/<&

tengsizlikdan |(2X —1)— 3| < ¢ tengsizlikning kelib chiqishini ko’rsatamiz.
(2x-1)-3<&,2x—2|<&,[x -2 < g . Demak, agar &= % deb olsak, [x-2/<& 7+
tengsizlikning bajarilishidan |(2X —1)—3| < ¢ tengsizlikning ham bajarilishi kelib chiqadi. 5
lim |
Shunday qilib <52 (2x —1) =3 ekanligi isbotlandi.

Bir tomonli limitlar.

X haqiqiy sonlar to’plami bo’lib, @ uning o’ng (chap) limit nuqtasi bo’lsin. Bu

N |f(X) —b| < ¢ tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi o’ng(chap) limiti 7 :

deyiladi. Funksiyaning o’ng(chap) limiti quyidagicha belgilanadi:

lim lim
f(x)=b yoki f(a+0)=b f(x)=b yoki f(a—-0)=b).
X—a+0 (x)=b yoki T(a+0) (x—>a—0 (x)=b yoki (a-0)=b)

Agar a=0 bo’lsa x—>0+0(x—0-0) o’rniga x—>+0(x—>-0) deb yoziladi.

Funksiyaning o’'ng va chap limitlari uning bir tomonli limitlari deyiladi.
3-misol. [0,4] segmentda quyidagicha aniqlangan y=f(x) funksiyani qaraymiz:
x-1, agar 0<x=<3;
F(x) = g
3—-X%, agar 3<x<4.

Uning grafigi 2-rasmda tasvirlangan:
‘_ 2

e o - - - -

2-rasm
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lim lim
Rasmda ko’rinib turibdiki, f(x)= (x-1) =2,
Xx—3-0 Xx—>3-0
fm f(x)= im (3=x)=0. Bu yerda o’ a chap limitlar bir biriga te .
X_)3+0 _X_)3+O =V. u y T ong va C P 1mi r 1r ll‘lg Ilg/

(¥ emas. SHuning uchun berilgan funksiya x=3 nuqtada limitga ega emas.
/ Quyidagi teorema o’rinli:

1-teorema. f(x) funksiya a nuqtada b limitga ega bo’lishi uchun, uning shu nuqtada
I ﬂ/ o’ng va chap limitlari mavjud bo’lib, :
O flat0)=f(a-0)=b

tengliklar o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.

2-teorema. Agar f(x) funksiya limitga ega bo’lsa, u yagonadir.
Endi x — oo da funksiya limiti tushunchasini keltiramiz.

X to’plam berilgan bo’lib, oo, (+ oo;—oo) uning limit nuqtasi bo’lsin.
_ 4-ta’rif. Agar har qanday ¢ >0 son uchun shunday 6 >0 son topilsaki, argument x

‘ 7/\ ning |X| =0 (X =5, X< —0) tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida | f(x)- b| <&
AN :

tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning X —oo(X —+00,x——o0) dagi limiti deb

_ ataladi va

’ lim lim lim "r
f(x)=b f(x)=b; f(x) =b | kabi belgilanadi. X — +00 va X — —o0

X — 00 X — 400 X — —0 :

5~ hollar uchun ta’rifning geometrik talqinini 3 va 4 rasmlarda keltiramiz.

Y}
—
................... F---1
v b

- : >

X

S 0
J-rasm 4-rasm

Rasmlardan ko’rinadiki X —>+o yoki x—-—oda y=f(x) funksiyaning grafigi
y=b-& va y=Db+¢ polosaga joylashadi. ]
lim i
4-misol. XEMX _1 pi isbotlang.
X — 400 X

Yechish. Ixtiyoriy & >0 olamiz. Quyidagilarni qaraymiz:

ol &AL | [l

NS

S
~
)

S A &
A\
)
™
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1f(0)-1 =|x+sm X —J-‘ =|Sm d = fin X Si=£ , chunki [sin X <1,x>1 uchun |X=Xx. %
| x| X T x
7 w —1‘ <& bo’lishi wuchun % <¢ bo’lishi yetarli. Bu esa X = 1 =0 ni
X &

\\ topiladiki, barcha x>¢ uchun W_q <& o'rinli bo’ldi. Bu esa lim  x+sin x _1
Y X X—>+0 X 7o
' ekanligini bildiradi. \
Chekli limitga ega bo’lgan funksiyalar ustida amallar. 3 .
X to’plam berilgan bo’lib a uning limit nuqtasi bo’lsin. Bu to’plamda f(x) va g(x) )

', funksiyalar aniqlangan bo’lsin. e
Io. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa f(x) £ g(x) funksiyalar &
- ham limitga ega bo’ladi va

m
RLIENEICY)

X—

=™ s ™ g0
X—>a X—>a

M 0g00= "™ 100 ™ g9,
—a X—>a X—>a

B lim xlim
Natija. xf (X) = f(x)
X—a X—a

20. Agar x—a da f(x) va g(x) f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lib éfr»i ‘_f"' 3
lim »é&
lim f lim f(x)
~\ 909 #0 bo'lsa - funksiva ham limitga ega va ) _x>a .
i X—>a g(x x—>ag(x) Im
: 9(x)
X—a
5-misol. f(x)=x*+3x?+4 funksiyaning x—2 dagi limitini toping. 7 .
Echish. 1°ni qo’llab topamiz: N
i i i i i 4 i 2 i AN
‘ m (x* +3x° +4) = M ey M g M 4:[ m x} +3{ m } T R W L VP
X2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—>2
' lim  x?
6-misol. w limitni hisoblang. N
X—=>1x"+2x+5
Yechish. 1° va 2° xossalarga ko’ra hisoblashni bajaramiz
lim lim lim lim
. ) (X*+3x+2) X“+3 X+
im  x*3x+2 x—1 _x—1 x—>1 x—>1 6
2 ~lim lim lim im 8
X>IxT+2x+5 (x? +2x+5) X* +2 X +
X—1 X—1 x—>1 x-1

i K x-1
im a x“+ax"+..+a

7-misol. ~ limitni hisoblang.

x—> o0 b x” +bxP +. . +a,

Echish. Bu ko’rinishdagi limitlarni hisoblashda quyida hollar bo’lishi mumkin.
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a) k> p. Bu holda berilgan limit co ga teng.

b) k= p. Bu holda u limit Z—O ga teng.

0

d) Kk < p. Bu holda limit 0 ga teng bo’ladi. Limitlarni hisoblashda 1° va 2° xossalarni »:

Cheksiz limitlar.
X haqiqiy sonlar to’plami berilgan bo’lib, ¢ nuqta uning limit nuqtasi bo’lsin. Bu

tO plamda f(x) funksiya berilgan deylik.
5-ta’rif. Agar har qanday & >0 son uchun shunday ¢ >0 son topilsaki, argument x "

ning 0<|x—a|< 5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida | f(x) > & (f(x) >+

(x)> -&| bo’lsa, f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x—a dagi) limiti oo(+o0;—o0)

"7 deyiladi.

8-misol. f(x)= il funksiya uchun x—1 da f(x) >« bo’lishi ko’rsating.

Yechish. Har qanday &>0 uchun S=> deb olinsa u holda 0<[x—1<& ",
8 .

~¢ tengsizlik kelib chiqadi. Demak,

tengsizlikning  bajarilishidan | (x)|= ‘i
=

Iim 1

lim
cheksiz kichik, chunki " sinx=0.
XxX—0

Xuddi ketma-ketliklarda ko’rganimizga o’xshash f(x) cheksiz katta funksiya bo’lsa L

T cheksiz kichik funksiya bo’ladi.
3 X

Ajoyib limitlar

Funksiyalarning limitlarini hisoblashda muhim tadbiqlarga ega bo’lgan ikkita )<

ajoyib limitlarni qaraymiz.
: lim sj
1-ajoyib limit: X _q.
Xx—>0 X

Biz bu limitning geometrik talqinini ko’ramiz. y=sinx va y=x funksiyalarning ~: "

graflklarl ma’lum. O nuqtaning atrofida ular o’zlarini bir xilda olib boradi va u

$ 1 funksiyalarning qiymatlari nisbati 1 ga teng bo’lib qoladi. 1 ning limiti 1 ga teng.
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lim X
2-ajoyib limit: (1—!— ij =e.

X—>ol X
lim
3-ajoyib limit: log,1+%) _ log, e
x—>0 X
lim a* -
4-ajoyib limit: a1 jna
X—>0 X
lim & _
5-ajoyib limit: drx7-1_,
x—0 X

Tabiatning turli xil hodisalarini va texnik masalalarni yechish jarayonida
A\ o‘zgarishiga bog‘liqligini o‘rganishga to’g‘ri keladi. Masalan harakatni o‘rganish ‘
- sifatida qaraladi va h.k. Limitlar bizga ana shunday jarayonlarda ham asqotadi.
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