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Annotatsiya. Bunda ikkita x va y o„zgaruvchilar orasidagi bog„lanish qaralib, bitta 

erkli o„zgaruvchi (argument) x qiymatlari bo„yicha ikkinchi y erksiz o„zgaruvchi (funksiya) 

qiymatlari to„liq aniqlanar edi. Masalan, kvadratning yuzini ifodalovchi S funksiya uning 

tomoni x orqali S=x2, kubning hajmi V uning qirrasi x orqali V=x3 ko„rinishda to„liq 

aniqlanadi. 

 

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi masalalar. 

Bir qator amaliy masalalarni o„rganishda ikkitadan ortiq o„zgaruvchilar orasidagi 

shunday bog„lanishlarni qarashga to„g„ri keladiki, ulardan birining qiymatlari 

qolganlarining qiymatlari orqali to„liq aniqlanadi. 

Masalan, matematikada turli to„g„ri to„rtburchaklarning yuzi S uning tomonlarini 

ifodalovchi ikkita erkli x va y o„zgaruvchilar orqali S=xy , to„g„ri burchakli 

parallelepipedning hajmi V  uning qirralarini ifodalovchi uchta x, y va z  erkli 

o„zgaruvchilar yordamida V=xyz ko„rinishda aniqlanadi. 

Fizikada jismning turli nuqtalardagi zichligi ρ=ρ(x,y,z), harorati T=T(x,y,z) va shu 

kabi kattaliklar bu nuqtaning vaziyatini ifodalovchi uchta erkli  x, y, z  koordinatalar 

orqali aniqlanadi. Bunga qo„shimcha ravishda t vaqtni ham hisobga olsak, unda 

yuqoridagi kattaliklar to„rtta a, a, z va t erkli o„zgaruvchilar orqali ifodalanadi. 

Iqtisodiyotda ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori y va turli x1, x2 ,  x3, ··· , xn 

omillar orasidagi bog„lanish 

n
nxxxay
 21

210  

ko„rinishdagi ishlab chiqarish funksiyasi orqali o„rganiladi. Birinchi marta bunday  

ishlab chiqarish funksiyalari 1928 yilda amerikalik olimlar K.Kobb va P. Duglas 

tomonidan ikki omilli hol uchun 

10,1
210    xxay  

ko„rinishda taklif etilgan va shu sababli Kobb – Duglas funksiyasi deb ataladi. 

Bunda x1–asosiy ishlab chiqarish fondi hajmi, x2–sarflangan mehnat resurslari hajmi 

bo„lib hisoblanadi. 

1.1. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar va ular bilan bog‘liq tushunchalar. Yuqorida 

ko„rib o„tilgan masalalar qiymati n ta x1, x2 ,  x3, ··· , xn erkli o„zgaruvchilar orqali 

aniqlanadigan funksiyalar nazariyasini yaratishni taqozo qiladi. Buning uchun ixtiyoriy  

x1, x2 ,  x3, ··· , xn haqiqiy sonlardan hosil qilingan x=( x1, x2 ,  x3, ··· , xn) vektorlardan 
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tuzilgan n  o„lchovli chiziqli fazoni (IV bob, §5) qaraymiz va uni Rn kabi belgilaymiz. Bu 

fazodagi ikkita 

x
′
= ),,,( 21 nxxx    ,  x

′′
= ),,,( 21 nxxx    

vektorlar uchun (x
′
, x

′′
) kabi belgilanadigan  skalyar ko‘paytma tushunchasini 

quyidagicha kiritamiz: 

(x
′
, x

′′
)= nnxxxxxx  2211  .                     (1) 

1-TA’RIF:   Ixtiyoriy ikkita vektorlari uchun (1) tenglik orqali skalyar ko„paytma 

kiritilgan Rn chiziqli fazo n o‘lchovli evklid fazo deb ataladi. 

Kelgusida Rn evklid fazosiga tekislik va uch o„lchovli fazoga o„xshash geometrik 

talqin berish maqsadida unga  tegishli har bir x=( x1, x2 ,  x3, ··· , xn) vektorni shu 

fazoning nuqtasi deb ataymiz va uni bitta M harfi bilan belgilaymiz. Bunda x1, x2 ,  x3, 

··· , xn sonlari M nuqtaning koordinatalari deb olinadi va bu tasdiq M(x1, x2 ,  x3, ··· , xn) 

ko„rinishda ifodalanadi. 

Endi Rn evklid fazodagi ikkita 

),,,(,),,,( 2121 nn xxxMxxxM    

nuqtalar orasidagi masofa tushunchasini kiritamiz. Bu masofani ),( MMd  kabi 

belgilaymiz va R2 tekislik yoki R3 fazodagi masofaga o„xshash tarzda quyidagicha 

kiritamiz: 

22
22

2
11 )()()(),( nn xxxxxxMMd     . 

Bu tushunchani skalyar ko„paytma orqali d2(M1, M2)=( x
′
– x

′′
, x

′
– x

′′
) tenglik bilan 

ham kiritish mumkin. 

2-TA’RIF:    Agar n o„lchovli Rn evklid fazosidagi biror D to„plamdagi har bir 

M(x1, x2 ,  x3, ··· , xn) nuqtaga ma‟lum bir qonun asosida qandaydir u haqiqiy son mos 

qo„yilgan bo„lsa, unda u berilgan D to„plamda aniqlangan n o‘zgaruvchili funksiya 

deb ataladi. 

D Rn to„plamda aniqlangan n o„zgaruvchili funksiya u=f(x1, x2 ,  x3, ··· , xn) yoki 

qisqacha u=f(M) kabi belgilanadi. Bunda x1, x2 ,  x3, ··· , xn sonlari funksiyaning 

argumentlari deb yuritiladi. 

3-TA’RIF:  Berilgan n o„zgaruvchili u=f(M) funksiya ma‟noga ega bo„lgan Rn 

evklid fazosidagi barcha M(x1, x2 ,  x3, ··· , xn) nuqtalar to„plami funksiyaning 

aniqlanish sohasi , u=f(M)  funksiya qabul etadigan haqiqiy sonlar to„plami esa bu 

funksiyaning qiymatlar to‘plami deyiladi. 

Funksiyaning aniqlanish sohasi D{f}, qiymatlar sohasi esa E{f} kabi belgilanadi.  

Masalan, 

 

22
2

2
1

2
nxxxru    

funksiyaning D{f} aniqlanish sohasi Rn evklid fazosini 

222
2

2
1

22
2

2
1

2 0 rxxxxxxr nn    
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shartni qanoatlantiruvchi nuqtalar to„plamidan iborat bo„ladi. Bu to„plam, uch 

o„lchovli fazodagi sharga o„xshatib,   Rn  evklid fazosidagi markazi O(0,0,···,0) nuqtada 

joylashgan r radiusli n o‘lchovli shar deb ataladi. Ko„rilayotgan funksiyaning 

qiymatlar sohasi E{f}=[0, r] kesmadan iborat bo„ladi. 

Kelgusida soddalik uchun va olinadigan natijalarni geometrik talqinini berish 

maqsadida asosan ikki o„zgaruvchili funksiyalarni qarash bilan cheklanamiz. Shuni 

ta‟kidlab o„tish lozimki, bu xususiy n=2 holda olinadigan natijalar osonlik bilan  n>2 

holga umumlashtirilishi mumkin. Bundan tashqari yozuvlarni soddalashtirish va uch 

o„lchovli fazodagi (kelgusida uni qisqacha fazo deb yuritamiz) nuqta koordinatalariga 

moslashtirish maqsadida ikki o„zgaruvchili funksiyani z, uning argumentlarini esa x va y 

kabi belgilaymiz. Shunday qilib, umumiy holda ikki o„zgaruvchili funksiya z=f(x,y), 

z=g(x,y) va hokazo ko„rinishda yoziladi.  Masalan, 

22

22 1
),(,153),(,1),(

yx
yxhzyxyxgzyxyxfz


  

ikki o„zgaruvchili funksiyalar bo„ladi. 

Ikki o„zgaruvchili z=f(x,y) funksiyaning D{f} aniqlanish sohasi tekislikdagi M(x,y) 

nuqtalardan tashkil topganligi uchun u tekislik yoki undagi biror sohadan iborat 

bo„ladi. Masalan, yuqorida keltirilgan funksiyalar uchun D{f} markazi O(0,0) 

koordinata boshida joylashgan va radiusi r=1 bo„lgan birlik doiradan, D{g} butun 

tekislikdan (D{g}=R2),  D{h}= R2–{O}, ya‟ni tekislikning koordinata boshidan tashqari 

barcha nuqtalaridan iboratdir. 

Ikki o„zgaruvchili z=f(x,y) funksiyani geometrik mazmuni uning grafigi 

tushunchasidan kelib chiqadi. Bu tushunchani kiritish uchun fazoda ХYZ to„g„ri 

burchakli Dеkart koordinatalari sistemasini olamiz. XOY koordinata tekisligida 

funksiyaning  D{f} aniqlanish sohasini qaraymiz va uning har bir M(х,у)  nuqtasidan 

XОY koordinata tekisligiga pеrpеndikular o„tkazamiz. Bu perpendikularga 

funksiyaning z= f(x,y) qiymatini qo„yamiz. Natijada fazoda koordinatalari  (x, y, f (x,y)) 

bo„lgan  P  nuqtani hosil qilamiz (keyingi betdagi 86-rasmga qarang). 

4-TA’RIF:   z=f(x,y) funksiyaning grafigi deb fazodagi 

P(x, y, z)=P(x, y, f(x,y))= P(x, y, f(M)), M=M(x,y)D{f}, 

nuqtalarning geometrik o„rniga aytiladi. 

Umuman olganda ikki o„zgaruvchili z=f(x,y) funksiyaning grafigi fazodagi biror 

sirtdan iborat bo„ladi va shu sababli  z=f(x,y) fazodagi sirt tenglamasi deb ham ataladi. 

Masalan, yuqorida keltirilgan z=f(x,y) funksiyaning grafigi tenglamasi 

111 22222222  zyxyxzyxz  

bo„lgan sferadan, z=g(x,y) funksiyaning grafigi esa tenglamasi z=3x+5y–1 yoki 

3x+5y–z–1 =0 bo„lgan tekislikdan iboratdir. 
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Ammo yuqoridagi z=h(x,y) funksiya grafigini to„g„ridan-to„g„ri tasavvur etish oson 

emas. Bunday hollarda funksiyaning sath chiziqlari tushunchasidan foydalanish 

mumkin. 

5-TA’RIF:   z=f(x,y) funksiyaning qiymatlari biror o„zgarmas C soniga teng 

bo„ladigan XOY koordinata tekisligidagi nuqtalar to„plamidan iborat chiziq 

funksiyaning  sath chizig‘i, C soni esa sath deb ataladi. 

Ta‟rifdan ko„rinadiki, z=f(x,y) funksiyaning C sathli sath chizig„i  tenglamasi 

f(x,y)=C bo„lgan chiziqdan iborat bo„ladi. Ko„p hollarda sath chiziqlarini chizish osonroq 

bo„lib, ular asosida  z=f(x,y) funksiya grafigi haqida tasavvur hosil qilish mumkin 

bo„ladi.  Masalan,  z=h(x,y) funksiyaning sath chiziqlarini topamiz: 

C
rr

C
yxCC

yx
Cyxhz

1
,

1
)0(

1
),( 222

22



  

Bu yerdan ko„rinadiki, bu funksiyaning barcha sath chiziqlari markazi koordinata 

boshida joylashgan aylanalardan iborat. Bu aylanalarning radiuslari C sath oshgan sari 

kichrayib boradi. Demak, bu funksiyaning grafigi “asosi” XOY tekislikka yaqinlashgan 

sari (z→0) radiusi  cheksiz kattalashib boradigan, “uchi” esa OZ o„qi bo„yicha yuqoriga 

chiqqan sari radiusi cheksiz kamayib boradigan aylanalardan iborat (teleminoraga 

o„xshash) aylanma sirt kabi bo„ladi 

Sath chiziqlaridan tashqari z=f(x,y) funksiya grafigi haqida tasavvur hosil qilish 

uchun uni XOZ yoki YOZ koordinata tekisliklariga parallel bo„lgan y=y0 yoki x=x0  

tekisliklar bilan kesishdan hosil bo„ladigan z=f(x,y0) yoki z=f(x0,y) chiziqlardan ham 

foydalanish mumkin. Masalan, biz ko„rib o„tgan z=h(x,y) funksiya uchun bu chiziqlar 

22
0

02
0

20

1
),(,

1
),(

yx
yxhz

yx
yxhz





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1-rasm 
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P(x, y, z) 

x 

y 

 z=f(x,y) 
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tenglamali egri chiziqlardan iboratdir. 
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