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IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI BUZILADIGAN DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR UCHUN CHEGARAVIY MASALA

Qodiraliyev Asadbek Ikromali o‘g‘li

Annatotsiya. Ushbu maqolada buziladigan ikkinchi tartibli tenglama uchun
boshlang'ich-chegaraviy malasa bayon qilingan va tadqiq etilgan. Malasaning
yechimining yagonali energiya integrallari usulidan foydalanib isbotlangan. Malasa
yechimining mavjud ekanligi esa o zgaruvchilarni ajratish usuli yordamida ko ‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: buziladigan differensial tenglamalar, chegaraviy masala, energiya
integrallari usuli, o 'zgaruvchilarni ajratish usuli.

Annotation. In this article, the initial-boundary problem for the degenerative
second-order equation is described and researched. The solution of the problem is proved
using the method of energy integrals. The existence of a solution to the problem is shown
using the method of separation of variables.

Key words: Degenerative differential equations, boundary value problem, method
of energy integrals, method of separation of variables.

AHHOTauusA. B dauHOlU cmambe onucaHa U ucc1ed08aHA HAYA/bHO-Kpaesas
3adavya 045 8blpoxcdarwezocss ypasHEHUsi 8mopo2o nopsidoka. PeweHue 3adavu
dokasvieaemcsi memodom uHmezpasnoe 3Hepauu. CywecmeosaHue pewleHus 3adavu
NOKA3daHO C NOMOWbI0 Memoda pazdeseHUsi NnepeMeHHbIX.

KiroueBble cioBa: Boiposxcdarwuecss duggpepeHyuasbHble ypasHeHus, Kpaesas
3adaua, memod uHmezpa.108 sHepauu, Mmemod pa3desneHust nepeMeHHbIX.

I. Kirish. Masalaning qo'yilishi. O‘tgan asrdan boshlab buziladigan ikkinchi
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalar o‘rganish
boshlangan va anchagina boy tarixga ega. Bu tadqiqotlar ko‘plab olib borilishiga
garamasdan so‘ngi yillarda ham giperbolik tipdagi buziladigan ikkinchi tur
tenglamalar uchun boshlang‘ich va chegaraviy masalalar o‘rganib kelinmoqda(
masalan [1]-[9]).

So‘ngi yillarda esa kasr tartibli to‘lqgin tenglamalari uchun chegaraviy masalalarni
o‘rganishga bo‘lgan qiziqish ortgan. Shu sababli biz ushbu ishda ikkinchi tartibli
xususiy hosilali buziladigan differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani ko‘rib

chigamiz.
Q={(x1):0<x<L0<t<T} sohada
CDggu(x,t)z[x"ux(x,t)]X (1)

tenglamani garaylik, bu erda _ D - Kaputo ma’'nosidagi kasr tartibili operator [7]

t

« 1 u,(X,z
c Dyu(x,t) = j ( )dz,
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a, 3,T - o'zgarmas haqiqiy sonlar bo'lib, 0< <1 ,0<a <1, T >0.
A masala. Shunday U (X,t) topilsinki u quydagi xossalarga ega bo'lsin:
1) u(x,t), x’u,(x,t)eC (5), [xﬂuX (x,t)]x, c D&U(X,t) € C(Q) sinfga tegishli;

2) Q soha (1) tenglamani qanoatlantiradi.
3) Q soha chegarasida esa ushbu

U(XIO):¢(X)J XE[O,:L]J (2)
u(0,t)=0, u(Lt)=0, te[0,T]; (3)
boshlang’ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi, bu erda ¢@(x) - berilgan

funksiya.

II. Masalaning tadqiqoti.

Dastalab, masalaning yechimini yagona ekanligini ko‘rsatish maqsadida quyidagi
yordamchi lemmani keltiramiz.

1-lemma. Agar V (X, O) =0 va ye (0,1) bo‘lsa, u xolda quydagi tengsizlik o‘rinli:
T

1(x) = [V (xt) c D3V (x,t)dt 0
0

1-teorema. A masala bittadan ortiq echimga ega emas.
Isbot. Faraz qilaylik, u,(x,t) va u,(x,t) echimlarga ega bolsin. Undan

u(x,t) =u,(x,t) —u,(x,t) funksiya Q sohada (1) tenglamaga mos bir jinsli tenglamani,
uning chegarasida esa u(x,0)=0, U (O,t) =0, u (l,t) =0, tengliklarni ganoatlantiradi.
(1) tenglamani u(x,t) funksiyaga ko‘paytirib, Q soha bo‘yicha integrallaymiz:

il‘u(x,t)C Dgu(x,t)dxdt :ii[xﬁux (x,t)]X u(x,t)dxdt.

Tenglikni o‘’ng tomonidagi integralni bo‘laklab integrallab, u(0,t)=0, u(1t)=0
tengliklardan foydalanib,

T1 1T

j x’ui (x,t)dxdt = —“u(x,t)C Dg.u(x,t)dxdt

00 00

tenglikni hosil qilamiz.

1- lemmadan foydalanib,

T1
I x”uf(x,t)dxdt =0
00

tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa Xﬁuf(x,t)=0, (x,t)e u(xt)=z(t) ,
(x,t)eQ ekanligi kelib chigadi. u(x,t)eC(ﬁ) va u(x,0)=0, xe[0,1] ekanligini

etiborga olsak V(X,t)eﬁ uchun u(x,t)=0, yani u/(xt)=u,(x,t) ekanligi kelib

chigadi 1'-teorema isbotlandi.
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SR

_,,),3
i

; Endi masla echimini mavjudligini ko‘rsatish maqsadida (1) tenglamaning
% 1 echimini
O u(x,t) = X(X)T (t 4
Gy deooxoro L
° ¢ ’2 ko‘rinishda qidirib, uni (1) tenglamaga qo‘yib, ba’zi soddalashtirishlarni amalga
8 g( E‘ oshirib,
o o) DaT (1) _[¥X'(0] -

T(t) X (X)

tenglamani hosil qilamiz.
(5) tenglamani uning o‘ng tomoni t ga, chap tomoni esa X ga bog'liq bo‘lmagani
uchun uni ozgarmas (—/1) soniga tenglab,

e €7
S
%%L SE

o

2 cDET(t) + AT (1) =0, 0<t<T; (6)
%’*, g [x/’x'(x)]'+/1X(x):o,0<x<1; (7)
ol 3
ng' ko‘rinishidagi oddiy differensial tenglamalarni hosil gilamiz. (5) tenglikka asosan

(3) shartlardan X (x) funksiya uchun
X(0)=0, X(1)=0 ®
shartlar kelib chiqadi.
{(7),(8)} spektral masalaning xos sonlarini topish uchun (7) tenglamani X(x)

%* (0%
%‘,'5‘@ IAARD

ﬁgﬁ}.{@j e

o

ga ko‘paytirib [0,1] oraligda integrallaymiz:
1 1
j (XX ] X(x)dx+2 j X2(x)dx =0. 9)
0 0

(9) ni bir marta bo‘laklab integrallab, (8) shartni e’tiborga olsak, u holda

jxﬂ[X'(x)]zdx:AjXZ(x)dx (10)

O

_-ia*
i,

tenglikni hosil gilamiz, undan esa A >0 ekanligi kelib chiqadi.

[ ad

kelib chigadi, uni (8) shartga bo‘ysundirsak, X (X) =0 ekanligi kelib chigadi. Demak

A =0 xos son emas.

Yo, S
g

u% 2z />0 bo'lsin. U holda X(x)=V(z)

% XZ"B

I Y (11)

v I (2-B)

;%i@ belgilash Kkiritib olamiz. (11) dan kerakli hosilalarni olib, (7) ga qo'yib, bazi
> % soddalashtirishlarni amalga oshirib,

9 X V'

3, zV”(z)+r(Z)+/1V(z)=0 (12)

o) ‘g '
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o
e

tenglamani hosil qilamiz.
(12) tenglama Bessel tenglamasiga keltrilgan tenglama bo'lib, uning echimi

V(z)= (2&);_—/; 3, (2V22)+Ca, (2V22)]

~ . W(F ‘M@T,
E. E . e
Q(:*L Ae A o)

ko‘rinishda bo‘ladi. G N
(11) belgilashga ko‘ra (8) tenglamaning umumiy echimi P

o 2-p 2p 'gép 2

2 2-p £ X 2 X 2 PG <1

X(X)=|=—— | x2|CJ,|2Ja +C,Jd | 244 (13) ‘

()[z_ﬁj “J_Z_ﬂ I N Ly R

ko'rinishda bo‘ladi bu erda C,,C,,v — o‘zgarmas sonlar, v=(1-8)/(2- f). OIS N

Endi (13) echimni (8) chegaraviy shartlarni birinchisiga bo‘ysindirib, C, =0

%* : ;é ekanligini topamiz.

SRt
Vs

fon
“% X(1)=0 dan esa ClJV[ZZ—\/I] =0 tenglamani hosil gilamiz. C, #0 deb,
A _
%] =0 tenglamani echamiz. v > O bo‘lganligi uchun J, [;ﬁj =0 tenglama

absalyut qiymati bo‘yicha cheksiz kattalashib boruvchi sanoqli sondagi xaqiqiy
echimlarga ega [8]. Uning N —musbat echimini ¢, bilan belgilasak {(7),(8)}

xo0s qiymatlariga ega bo‘lamiz, unga mos keluvchi xos funksiyalar esa

5 25 R)pF2. N

X, (Xx)=x 2 J{an 2 } n=12,.. (14) b
\ S \
RS e
ko‘rinishida bo‘ladi. b 4%)
2-lemma. (14) formula bilan aniglanuvchi X, (x), neN funksiyalar (0,1) %5, "%

kesmada ortonormal va to‘la sistema tashkil qgiladi. [10]
Yuqoridagilarga asosan A masalaning formal yechimi

N
gb?’u%
"

2-p
2

+o 14 25
u(x,t)=> x 2 J{an }(ana‘l(—ﬂnt“) (15)

*
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AR S

korinishda boladi, bu erda v=(1-8)/(2-8), ¢, = i'folgo(x) X, (X)dx,
H

B, 4

L i 2 2 2 N 2"
% yn=_([Xn(x)dx:[ll(Z—,B)]JM(@n), =5 5 Eaﬁ(z).zém,
¥

(z, B €J ;R(x) >0) - Mittag-Leffer funksiyasi.

2-Teorema. Agar gp(x), Xﬂgo'(x) , [Xﬁ(o’(x)}', (p(O)zgp(l)zOva

Gl
) " -ﬂ'
%4

5 N

[¢'(X)Xﬂ]lxzo =0, [q)'(x)qule =0 bo'lsa, (15) qator bilan aniglangan u(x,t)
funksiya A masalaning echimi bo‘ladi.
Isbot. Teoremani isbotlash uchun (15) va xﬂux(x,t), [Xﬂux(x,t)]x, c D{,’iu(x,t)

ga mos keluvchi qatorlarni tekis yaginlashuvchi ekanligini isboltash etarli.
Dastlab (15) qatorning tekis yagqinlashishini ko‘rsatish maqgsadida qatorni
(=2

baholaymiz:
-5 2-p
X ? Jv(enx 2 } : (16)
n=0

u(xt) < Z_(;|Xn ()

buning uchun dastlab Bessel-Klifford funksiyasidan foydalanib,
s — 24

X, (X)=Cy(J4 )** xlﬁ%[%x 2 J (17)

ko‘rinishda yozib olamiz, bu erda

(= (g )" = 2p
JV(HHX 2 Jz(?”j I'(v+1l)x 2 Jv(é’nx 2 )

J_V(Z)‘ <lva ‘Ea (—Z)‘ < C tengizliklardan foydalanib,

‘u(x,t)‘§C4Z=1:|¢n| V2

tengsizlikni hosil qilamiz.
Koshi-Bunyakoviskiy tengsizligini qo‘llab,

oo oo 12
|u(x,t)|SC{ZAMEZA#‘Z’“Z“”) (18)
n=0 n=0

tengsizlikni hosil gilamiz.
Endi ushbu tenglikni qaraymiz:
2-B |
0y = =—"—[p(x) X, (x)dx. (19)
‘]v+1 (en ) 0

(19) ifodani bo‘laklab integrallab

Py Ea (_inta )

B ﬁ@l"z’s- (2,

(-p)(2-P)
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O,
¥
o (50 e % )

o= ) VAR Xl

tenglikni hosil gilamiz, bu erda ¢(1) =0, (0(0) =0 bo‘lganligi uchun

ﬁ_z o g
\/Z(Dn :\]z—(en)jO(D (X)X dX

v+1

(/)’(X) el, (0,1) ekanligdan oxirigi ifoda Furye koeffitsenti bo‘ladi, u holda Bessel

il

tensizligiga ko‘ra

i <C _[:((p'( )) x?dx <M (20)

n=0

)
4"

2.0,

SRt
Vs
.'),E‘

ifodani hosil gilamiz, bu erda C, ( p-2 j :
‘]v+1(0 )

(20) ga ko‘ra (18) tengsizlikdagi birinchi qator yaqinlashuvchi, S € (O 1) bo‘lgani
-2

uchun z /1? gator umumlashgan garmo‘nik bo‘lib u yaqinlashuvchi bo‘ladi.
n=0

Bularga ko‘ra (18) yoki (15) qator tekis yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
Endi [Xﬂ u, (X,t)]x funksiya mos qatorni tekis yaqinlashuvchi ekanligini

ko‘rsatish maqgsadida

[X"u, (xt)] = g[xﬂxr’1 (x)]' 2.E, (—4L)

tenglikni garaymiz. Bu tenglikda (7) tenglamadan foydalanib,

D)
[xﬁux(xt] Z ~2, X, (X)@,E, (-4t*) (20) (SRt
\ s <
tenglikni hosil qilamiz. @ ?1
Yuqoridagi tengsizliklarga asoslanib, k. .* E
< (-)(2-p) | ;
‘[xﬁux (x,t)]x‘ <C,> |4l \/Z ‘ ;2_3 b

n=0 %)
tengsizlikni hosil gilamiz. : k
Oxirigi tengsizlikka Koshi -Bunyakoviskiy tengsizligini qo‘lab, 2 é
% o "
(2- )
‘xﬂux(x,t)‘sc{ gonz\/f( 2 )] 21) oy,
n=0 n=0

"

tengsizlikni hosil qgilamiz.
Endi (19) ifodani bo‘laklab integrallab
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%A

LT o

x=0

(2-5) [¢'(X)X’B:|' X" X1 (x) x
R TS —s

tenglikni hosil gilamiz, bu erda [qo’(x) x” ]'x:o =0, [(p’(x) x” ]'H =0 bo‘lganligi uchun

g "

A2t = Jzﬁlzez )jox2 Lo (x)%" ] o

[(p'(x) x’ :| el, (0,1) ekanligdan oxirigi ifoda Furye koeffitsenti bo‘ladi, u holda

Bessel tensizligiga ko‘ra

2 " 2
Zﬂf¢§sC5I:([r’(x)xﬂ] j x’dx <M (22)
n=1

2
. o B-2
fodani hosil qil ,buerda C, =
ifodani hosil gilamiz, bu erda C, {‘]vzﬂ(en)j
(22) ga ko'ra (21) tengsizlikdagi birinchi qator yaginlashuvchi, S € (0,1) bo‘lgani
© -2

uchun z /lnzfﬂ gator umumlashgan garmo‘nik bo‘lib u yaginlashuvchi bo‘ladi.
n=0

Bularga ko‘ra (22) yoki (20) qator tekis yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.
Teorema isbotlandi.
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