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Annotatsiya. Maqolada kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning maxsus nuqtasi, 

funksiya nollari, ajralgan maxsus nuqtasi, qutulib bo‘ladigan maxsus nuqtasi, 

funksiyaning qutb nuqtasi haqida tushunchalar yoritilgan bo‘lib, ularga doir misollar 

tatbiqlari keltirilgan. 
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Аннотация. В статье освещаются понятия специальной точки функции 

комплексных переменных, нулей функции, специальной точки диссоциации, 

специальной точки убывания, полярной точки функции, приводятся примеры 

их применения. 
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Berilgan  zfw  funksiya 
0z  nuqtada analitik bo‘lsa, bu nuqta  zf  funksiyaning 

to‘g‘ri nuqtasi, aks holda u nuqta maxsus nuqtasi deyiladi. 

Masalan, 1)  ( )     ning hosilasi   ( )     bo‘lib, [1]    ga har qanday qiymat 

berilsa ham   ( ) aniq qiymatga ega bo‘lgan uchun tekislikning hamma chekli 

nuqtalari    uchun to‘g‘ri nuqtalardir; 

2)  ( )  
 

    
 ning maxsus nuqtalari      lardan iborat [2]. 

Funksiya nollari. 

   ( ) funksiya    nuqtada analitik bo‘lsin. 

1-ta’rif. Agar   zf  funksiya 
0z  nuqtada analitik bo‘lib, 

            0;0... 00

1

00   zfzfzfzf nn  

bo‘lsa, 
0z  nuqta  zf  funksiyaning n - tartibli  noli deyiladi. 

Teorema. Agar  
0z  nuqtaning biror atrofida      zzzzf

n
 0  bo‘lib,  z  

funksiya 
0z  nuqtada  analitik va   00 z  bo‘lsa, 0z  nuqta   zf  funksiyaning n - 

tartibli noli bo‘ladi [4]. 

Misol.   zzf cos1  funksiyaning nollari va uning tartibi aniqlansin. 
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Yechish:   nzzzzf n  2;1cos;0cos10   

     

      012;cos

02;sin

0

0





nfzfzzf

nfzfzzf




 

Demak,  ...;2;1;0,2  nnzn   nuqtalar funksiyaning II-tartibli 

nollaridir. 

Misol.  
z

zf
1

  funksiyaning maxsus  nuqtasi 00 z  dan iborat, chunki uning 

 
2

1

z
zf   hosilasi 00 z  nuqtada mavjud emas [5]. 

Misol.  
1

1
2 


z

zf  funksiyaning iz   nuqtalari maxsus nuqtalaridir. Chunki 

uning  
 22 1

2




z

z
zf  hosilasi iz   nuqtalarda mavjud emas. 

Maxsus nuqtalarning turlari ko‘p bo‘lib, ulardan amaliyotda ko‘p uchraydigan 

ajralgan maxsus nuqtalardir [6]. 

2-ta’rif. Agar   zf  funksiya 
0z  nuqtaning biror   atrofi 80 0  zz  da 

analitik bo‘lib, 0z  nuqtaning  o‘zida analitik bo‘lmasa, bu nuqta  zf  funksiyaning 

ajralgan maxsus nuqtasi deyiladi. 

Ajralgan maxsus nuqtalar uch xilga bo‘linadi, ya’ni qutulib bo‘ladigan maxsus 

nuqtalar, qutblar va muhim maxsus nuqtalar [6]. 

3-ta’rif. Agar    Azf
zz


 0

lim  chekli, aniq chekli limit mavjud bo‘lsa, 0z  nuqta 

 zf  funksiyaning qutulib bo‘ladigan maxsus nuqtasi deyiladi. 

Misol.    1sin
1

1



 z

z
zf  funksiyaning 1z  qutulib bo‘ladigan maxsus 

nuqtasidir, chunki 
 

1
1

1sin
lim

1






 z

z

z
. 

Teorema.  zf  funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi 0z  qutulib bo‘ladigan 

maxsus nuqta bo‘lishi uchun uning 
0zz ni darajalari bo‘yicha yoyilgan Loran qatori 

bosh qismga ega bo‘lmasligi zarur va yetarli [7-8], ya’ni 

        ...... 0

2

02010 
n

n zzCzzCzzCCzf  

4-ta’rif. Agar    


zf
zz 0

lim  bo‘lsa, 0z  nuqta  zf  funksiyaning qutb nuqtasi 

deyiladi. 

Misol.  
2

1




z
zf  funksiyaning 2z  oddiy qutb nuqtasidir. Chunki 





 2

1
lim

2 zz
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Teorema. Berilgan  zf  funksiyaning  ajralgan maxsus nuqtasi qutb nuqta 

bo‘lishi uchun u  
 zf

z
1

  funksiyaning noli bo‘lishi zarur va yetarlidir. 

5-ta’rif.  z   funksiyaning 0z  nolining tartibi  zf ning 0z  qutbining tartibi 

deyiladi [8]. 

Misol.  
 222 9

1




zz
zf  funksiyaning  qutblari    223 9 zzz  funksiyaning 

nollaridan iborat, ya’ni: 

     izizzzzz 3;3;009 321

223   

Bunda, 0z  III-tartibli, iziz 3,3   lar funksiyaning II-tartibli qutblari bo‘ladi. 

Teorema. Berilgan  zf  funksiyaning  ajralgan maxsus nuqtasi 0z  

n-tartibli qutb bo‘lishi uchun uning 
0zz ni darajalari bo‘yicha yoyilgan Loran 

qatorining bosh qismi chekli n ta haddan iborat bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya’ni: 

         

    ...

...

2

02010

1

01

1

010
















zzczzcc

zzczzczzczf
n

n

n

n

 

Misol.  
zz

zf
sin

1


  funksiyaning maxsus nuqtalari va ularning tartibi 

aniqlansin. 

Yechish: 0z  maxsus nuqta bo‘ladi.   zzz sin  funksiyaning nollarini 

topaylik, buning uchun uni qatorga yoysak: 

  
















 ...

!7!5!3

1
...

!7!5!3
sin

42
3

753 zz
z

zzz
zzzzz  

Demak,  zz 0  ning 3-tartibli noli bo‘ladi. Demak,  zfz 0  funksiyaning 

3-tartibli qutb nuqtasi ekan. 

6-ta’rif. Agar  
0z   zf ning ajralgan maxsus nuqtasi bo‘lib,  zf

zz 0

lim


 limit 

mavjud bo‘lmasa, 
0z  nuqta shu funksiyaning muhim maxsus nuqtasi deyiladi [2,12]. 

Teorema.   zf  funksiyaning  ajralgan maxsus nuqtasi muhim maxsus nuqtasi 

bo‘lishi uchun shu funksiyaning  
0zz ni darajalari bo‘yicha yoyilgan Loran qatorining 

bosh qismi cheksiz ko‘p hadlarga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya’ni: 

   n
n

n zzczf 0 




 

Bu holda xususan Loran qatorining bosh qismi  bo‘lmasligi ham mumkin, ya’ni 

ncccc ...,,, 210  lar nolga teng bo‘lishi ham mumkin, biroq 0,0 1   nn cc  va 01 c  

va hokazo. 

Misol.   2

1

zezf   funksiyasining maxsus nuqtasi va uning tipi aniqlansin. 
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Yechish:  zfz 0  ning maxsus nuqtasidir. 

a) z=x  haqiqiy  sonlar o‘qida olsak         xfxexfzf x ,0;
2

1

 . 

b) z=iy mavhum o‘qda olsak          0,0;
22

11

 yifyeeyifzf yyi . 

Demak,   2

1

zezf  funksiya 0z da aniq limitga ega emas, bu esa 0z  muhim 

maxsus nuqta degan so‘zdir. 

Chegirmalar va ularning tatbiqlari. 

Biror 
0z  nuqta  zf  funksiya Rzz  00  halqada analitik bo‘lsa, uning 

ajralgan  0z  nuqtaga nisbatan chegirmasi deb ushbu    zdzf
i
Г

2

1  integralning 

qiymatiga aytiladi va u  0Re zfs  kabi belgilanadi, demak, 

    zdzf
i

zfs
Г


2

1
Re 0                                                          (1) 

Bunda, Г – markazi 
0z  nuqtada bo‘lgan kichik radiusli aylana bo‘lib  zf  

funksiyaning analitik bo‘lgan sohasiga tegishli va boshqa maxsus nuqtalarni o‘z ichiga 

olmasligi kerak. 

1) Agar bizga ma’lum bo‘lgan  zf  funksiyaning 
0z  nuqta atrofida 

yoyilgan Loran qatorini koeffitsiyentlarini va (1) ifodani e’tiborga olsak ushbu 

tenglikni yozish mumkin 

   01 Re
2

1
zfszdzf

i
c

Г

 


                                    (2) 

ya’ni 0z  - ajralgan maxsus nuqtadagi chegirma Loran qatori yoyilmasidagi 

 01 zzc 
 hadining koeffitsiyenti 

1c dan iborat ekan. 

2) Agar 0z  nuqta  zf  funksiyaning to‘g‘ri nuqtasi yoki qutulib bo‘ladigan 

maxsus nuqtasi bo‘lsa, u holda Loran qatorining bosh qismi bo‘lmaydi, ya’ni 

 ...,3,2,10  nc n
. Bu holda (2) formulaga ko‘ra   0Re 01  zsc  bo‘ladi. 

Demak, to‘g‘ri nuqtada va qutulib bo‘ladigan maxsus nuqtalarda  chegirma nolga 

teng bo‘ladi. 

Teorema. Agar  zf  funksiya Г chiziq bilan o‘ralgan E yopiq sohaning  ajralgan 

maxsus nuqtalari 
nzzz ...,,, 21

lardan boshqa barcha nuqtalarda analitik bo‘lsa, u holda 

 zf  funksiyadan Г chiziq ichidagi barcha maxsus 
kz  nuqtalarga nisbatan olingan 

funksiya chegirmalari yig‘indisining i2 ga ko‘paytirilganiga teng, ya’ni [19-20] 

   k

n

kГ

zfsizdzf 



1

Re2                                       (3) 

3)Agar 
0z  nuqta  zf  funksiyaning oddiy qutb (n=1) nuqtasi bo‘lsa, 

0z  nuqta 

atrofida  yoyilgan Loran qatori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 
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        ...
2

02010

1

01 


 zzczzcczzczf                          (4) 

Buni hadlab 0zz  ga ko‘paytirib  
0zz dagi limitini topsak, 1c  kelib chiqadi: 

         1

2

010010 ...limlim
00




 czzczzcczfzz
zzzz

 

Demak,        zfzzc
zz

01
0

lim 


       ya’ni 

      zfzzzfs
zz

00
0

limRe 


                                               (5) 

4) Agar  0z  nuqta  zf  funksiyaning  n – tartibli qutbi bo‘lsa, uning bu nuqtaga 

nisbatan Loran qatori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi [21-25]: 

         

    ...

...

2

0201

0

1

01

1

010
















zzczzc

czzczzczzczf
n

n

n

n

 

Bundan 1c  koeffitsiyentni topish uchun tenglikni hadlab  n
zz 0 ga ko‘paytirib 

(n – 1) marta hosila olamiz, 
0zz dagi limitini topamiz. Natijada ushbu topiladi: 

 
    zfzz

zd

d

n
c

n

n

n

zz
01

1

1
0

lim
!1

1










  

Demak, 0z  n – tartibli qutb bo‘lsa, u nuqtadagi  zf  funksiyaning chegirmasi 

quyidagi formuladan topiladi: 

 
 

    zfzz
zd

d

n
zfs

n

n

n

zz
01

1

0
0

lim
!1

1
Re 









                                  (6) 

5) Agar  zf  funksiya quyidagicha kasr shaklda berilgan bo‘lib, 

 
 
 z
z

zf



 ,  0z  uning oddiy qutbi bo‘lsa, ya’ni       0;0;0  aaa  . 

Ya’ni  zz 0  uchun oddiy nol. (5) ga ko‘ra [26-29] 

      
 

   
 
 a

a

zz

zz

z
zfzzzfs

zz

zz

zz 





















0

0
00

0

0

0

lim

lim
limRe  

ya’ni     
 
 a

a
zfs






0Re  

6) Agar 
0z  nuqta  zf  funksiyaning muhim maxsus nuqtasi bo‘lsa, shu 

funksiyaning 
0z  nuqtadagi chegirmasini topish uchun u funksiyaning 

0z  nuqta 

atrofida yoyilgan Loran qatorini 
1c  koeffitsiyentini topish kifoya, haqiqatdan bu holda 

 zf  ning yoyilmasi [30-33] 

   n
n

n zzczf 0 


       
kabi  bo‘ladi. 

Bundan 1c  ni topish yetarli. 



O‘ZBEKISTONDA FANLARARO INNOVATSIYALAR  VA 
           14-SON              ILMIY TADQIQOTLAR JURNALI                       20.12.2022 

 

Misol.  
2

3




z

z
zf  funksiyaning 2z   oddiy qutbga ko‘ra chegirmasi topilsin. 

Yechish: (5) formulaga ko‘ra 

           82
2

2lim2lim2
3

3

22













 z

z
zzfzfseR

zz
 

Misol.    
z

zz

zdz

312

2

 integral chegirma (qoldiq)lardan foydalanib hisoblansin. 

 
Yechish:    3,,031 321

2  zizizzz  maxsus nuqtalar bo‘lib 

33 z  nuqta 2z  doiraga tegishli emas [34-37]. 

a) z=i oddiy qutbdagi chegirma quyidagicha: 
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323
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b) z=-i oddiy qutb nuqta 
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c)      
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