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Annotatsiya. Maqolada kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning maxsus nuqtasi,
funksiya nollari, ajralgan maxsus nugqtasi, qutulib bo‘ladigan maxsus nuqtasi,
funksiyaning qutb nuqtasi haqida tushunchalar yoritilgan bo‘lib, ularga doir misollar
tatbiqlari keltirilgan.
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AHHOTanusA. B craTbe ocCBelalOTCS MOHATHA CHENUAJbHOW TOYKU GYHKIUH
KOMIIJIEKCHBIX TepeMeHHbIX, HyJie (YHKIWU, CHelHaJbHOM TOYKHU AWCCOLHALIMH,
CIEeNUAJIbHON TOYKH YObIBAHHS, MOJISIPHON TOYKH QYHKIMH, TPUBOASITCSA MPUMEPHI
UX IpUMEHEeHHUS].
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Annotation. The article highlights the concepts of a special point of a function of
complex variables, zeros of a function, a special dissociation point, a special decreasing
point, a polar point of a function, and provides examples of their application.
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Berilgan w= f (z) funksiya z, nuqtada analitik bo‘lsa, bu nuqta f (z) funksiyaning

to‘g‘ri nuqtasi, aks holda u nuqta maxsus nuqtasi deyiladi.

Masalan, 1) f(z) = e” ning hosilasi f'(z) = e* bo'lib, [1] z ga har qanday qiymat
berilsa ham f'(z) aniq giymatga ega bo‘lgan uchun tekislikning hamma chekli
nuqtalari e uchun to‘g'ri nuqtalardir;

2) f(2) = 5=
Funksiya nollari.

w = f(2z) funksiya z, nuqtada analitik bo‘lsin.

1-ta’rif Agar f (z) funksiya z, nuqtada analitik bo'lib,
f'(z0)=f"(z5)=... F "V (z,)=0; f ™ (z,)=0

bolsa, z, nuqta f (z) funksiyaning n - tartibli noli deyiladi.

ning maxsus nuqtalari i, —i lardan iborat [2].

Teorema. Agar 7, nuqtaning biror atrofida f(z)=(z-2,)" -@(z) bo'lib, ¢(z)

funksiya z, nuqtada analitik va ¢(z,)#0 bo‘lsa, Z, nuqta f (z) funksiyaning n -

tartibli noli bo‘ladi [4].
Misol. f (z)=1+cosz funksiyaning nollari va uning tartibi aniglansin.
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Yechish: f (z)=0=1+cosz=0; cosz=-1 z,=z+2zn

f'(z)=-sinz; f'(z,)=f'(z+22n)=0

f"(z)=-cosz; f"(z,)=f"(z+22n)=120

Demak, z,=r+2zn, n=0; +1, +2;.. nhuqtalar funksiyaning Il-tartibli

nollaridir.

Misol. f(Z)=E funksiyaning maxsus nuqtasi z, =0 dan iborat, chunki uning

, 1
f (Z):Z_Z hosilasi z, =0 nuqtada mavjud emas [5].

Misol. f(z)= 21 n funksiyaning z=+i nuqtalari maxsus nugqtalaridir. Chunki
22+

—22 hosilasi z=+i nuqtalarda mavjud emas.
@2+ﬂ

Maxsus nuqtalarning turlari ko‘p bo‘lib, ulardan amaliyotda ko‘p uchraydigan
ajralgan maxsus nuqtalardir [6].

uning f'(z)=-

2-ta’rif. Agar f(Z) funksiya z, nuqtaning biror O atrofi 0<|z-z,|<8 da
analitik bo‘lib, Z, nugtaning o‘zida analitik bo‘Imasa, bu nuqta f (z) funksiyaning

ajralgan maxsus nuqtasi deyiladi.
Ajralgan maxsus nuqtalar uch xilga bo‘linadi, ya'ni qutulib bo‘ladigan maxsus
nuqtalar, qutblar va muhim maxsus nuqtalar [6].

3-ta'rif. Agar !I[Tzl f (Z):A chekli, aniq chekli limit mavjud bo‘lsa, Z, nuqta
f (z) funksiyaning qutulib bo‘ladigan maxsus nuqtasi deyiladi.

Misol. f (z):ilsin (z—1) funksiyaning Z=1 qutulib bo‘ladigan maxsus
Z —

. sin(z-1
nuqtasidir, chunki lim le.

71 z-1
Teorema. f (z) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi Z, qutulib bo‘ladigan
maxsus nuqta bo‘lishi uchun uning z-z ni darajalari bo‘yicha yoyilgan Loran qatori
bosh qismga ega bo‘lmasligi zarur va yetarli [7-8], ya'ni
f(z)=C,+C,(z-2,)+C,(z=2,)* +..4+4+C,(z2—2,)" +...
4-ta’rif. Agar |2er21 f(z):oo bo‘lsa, Z, nuqta f (z) funksiyaning qutb nuqtasi
0

deyiladi.

Misol.  (z)= 1 funksiyaning Z=2 oddiy qutb nugtasidir. Chunki

z2—2

L

lim =

=00
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Teorema. Berilgan f (z) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi qutb nuqta

1
f (z

bo‘lishi uchunu ¢ (z)= funksiyaning noli bo‘lishi zarur va yetarlidir.

5-ta’rif. (p(Z) funksiyaning Z, nolining tartibi f (z)ning Z, qutbining tartibi
deyiladi [8].

Misol. f(z):ﬁ funksiyaning  qutblari go(z):23(22+9)2 funksiyaning

nollaridan iborat, ya’ni:
o(2)=2° (22 +9)f =0={z,=0; 7,=3i; z,=—3i}
Bunda, z=0 Ill-tartibli, z=3i, z=-3i lar funksiyaning II-tartibli qutblari bo‘ladi.
Teorema. Berilgan f (z) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi Z,
n-tartibli qutb bo‘lishi uchun uning z-z,ni darajalari bo‘yicha yoyilgan Loran
qatorining bosh qismi chekli n ta haddan iborat bo‘lishi zarur va yetarlidir, ya’ni:

f(2)=c,(z-2,) " +c (22, "

+Cy+C,(z-24)+¢,(z2—2, ) +...

+o4C (z—2)) "+

Misol. £ (z)= sl'n funksiyaning maxsus nuqtalari va ularning tartibi
Z—SIn zZ

aniglansin.
Yechish: z=0 maxsus nuqta bo‘ladi. ¢(z):z—sinz funksiyaning nollarini

topaylik, buning uchun uni qatorga yoysak:

: AN AR A 1z 7
p(z)=z-sinz=z-| 2+ -+, |=2°| =+ - —..
3t 5t 7 3t 51 7

Demak, z=0  ¢(z) ning 3-tartibli noli bo‘ladi. Demak, z=0  f (z) funksiyaning
3-tartibli qutb nuqtasi ekan.

6-ta'rif. Agar z, f(z)ning ajralgan maxsus nuqtasi bo'lib, z"—r>nz0 f () limit
mavjud bo‘lmasa, z, nuqta shu funksiyaning muhim maxsus nuqtasi deyiladi [2,12].

Teorema. f (Z) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi muhim maxsus nuqtasi
bo‘lishi uchun shu funksiyaning z=z,ni darajalari bo‘yicha yoyilgan Loran qatorining

bosh qismi cheksiz kop hadlarga ega bo'lishi zarur va yetarlidir, ya’ni:

t(2)= S c,(z-2,)

N=-—o0

Bu holda xususan Loran qatorining bosh gismi bo‘lmasligi ham mumkin, ya'ni
Cos Gy Cy,...C, lar nolga teng bo‘lishi ham mumkin, biroq ¢_, #0, ¢_ ., =0 va c, #0

va hokazo.

1
Misol. f (Z): e? funksiyasining maxsus nuqtasi va uning tipi aniglansin.
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Yechish: z=0 f(z) ning maxsus nuqtasidir.
1
f(x)=e¥; x—0, f(x)—>o.

a) z=x haqiqiy sonlar o‘qida olsak f (Z)

N

1
b) z=iy mavhum o‘qda olsak f(z)=f (i y):e(iy)2 —e¥; y—0, f(iy)-0.
1
Demak, f (Z):e22 funksiya z=0da aniq limitga ega emas, bu esa z=0 muhim
maxsus nuqta degan so‘zdir.
Chegirmalar va ularning tatbiqlari.

Biror z, nuqta f(z) funksiya 0<|z-z, <R halqada analitik bolsa, uning

ajralgan Z, nuqtaga nisbatan chegirmasi deb ushbu iif f(z)d z integralning
iy
giymatiga aytiladi vau Res f (z,) kabi belgilanadi, demak,
Res f (z,)==—{ f (2)d 2 (1)
27iy,

Bunda, I' - markazi z, nuqtada bo‘lgan kichik radiusli aylana bo‘lib f (z)

funksiyaning analitik bo‘lgan sohasiga tegishli va boshqa maxsus nuqtalarni o‘z ichiga
olmasligi kerak.

1) Agar bizga ma’'lum bo‘lgan f (z) funksiyaning z_, nuqta atrofida

yoyilgan Loran qatorini koeffitsiyentlarini va (1) ifodani e’tiborga olsak ushbu

tenglikni yozish mumkin
1

C—lzjrf(z)d z=Res f(z,) (2)

yani Z, - ajralgan maxsus nuqtadagi chegirma Loran qatori yoyilmasidagi
c_, (z—z,) hadining koeffitsiyenti ¢, dan iborat ekan.

2) Agar Z, nuqta f (z) funksiyaning to‘g‘ri nuqtasi yoki qutulib bo‘ladigan
maxsus nuqtasi bolsa, u holda Loran qatorining bosh qismi bo‘lmaydi, ya'ni
c,=0 (n=-1-2,-3,...). Buholda (2) formulaga ko‘ra ¢, =Res(z,)=0 bo‘ladi.

Demak, to‘g‘ri nuqtada va qutulib bo‘ladigan maxsus nuqtalarda chegirma nolga
teng bo‘ladi.

Teorema. Agar f (z) funksiya I' chiziq bilan o‘ralgan E yopiq sohaning ajralgan

maxsus nuqtalari z , z,,...,z_lardan boshqa barcha nuqtalarda analitik bo‘lsa, u holda

f (z) funksiyadan I' chiziq ichidagi barcha maxsus z, nuqtalarga nisbatan olingan

funksiya chegirmalari yig‘indisining 2riga ko‘paytirilganiga teng, ya’'ni [19-20]

§f(z)d 2:27rizn:Resf(zk) (3)
k=1

I

3)Agar z, nuqta f(z) funksiyaning oddiy qutb (n=1) nuqtasi bo‘lsa, z, nuqta

atrofida yoyilgan Loran qatori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
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f(z)=c,(z—z,)  +co+c,(z—2y)+cC, (z—2,) +... (4)

Buni hadlab z—Zz, ga ko‘paytirib z-—>z,dagi limitini topsak, C_; kelib chiqadi:

lim (z—z,) f (Z):Z"LQO [c_l +¢y(z-24)+¢,(z-2,) +...]:c_1

Demak, Ci= Z"_rno [(Z - Zo) f (Z)] ya’ni
Res f (z)=lim [(z-2,) T (z)] (5)

4) Agar Z, nuqta f (z) funksiyaning n - tartibli qutbi bo‘lsa, uning bu nuqtaga
nisbatan Loran qatori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi [21-25]:
f(z)=c, (z-z,)"+c,,, (z=2,) "™V +..4c,(z-2,) " +c, +

+¢,(z-24)+C, (2—2,) +...
Bundan C ; koeffitsiyentni topish uchun tenglikni hadlab (z -z, )" ga ko‘paytirib

(n - 1) marta hosila olamiz, z—z,dagi limitini topamiz. Natijada ushbu topiladi:

= fl)! fm dd;l (@-2,) 1 (2)

Demak, Z, n - tartibli qutb bo‘lsa, u nuqtadagi f (z) funksiyaning chegirmasi

quyidagi formuladan topiladi:
1 . n-1 i
ogm gl 1) ©

5) Agar f (z) funksiya quyidagicha kasr shaklda berilgan bo'lib,
f(z)=%, Z, uning oddiy qutbi bo'lsa, ya'ni ¢(a)=0; w(a)=0; w'(a)=0.
w(z
Ya'ni z, (Z) uchun oddiy nol. (5) ga ko‘ra [26-29]

Res f(z,)=

| Z"_rno(o(z) (p(a)
Res f (2,)=im [(z-2,) (2)]= im Vv (@) v (@)
i Rest(p)-2@) |
ya’ni Resf(z,) v' (@)

6) Agar z, nuqta f(z) funksiyaning muhim maxsus nuqtasi bo‘lsa, shu
funksiyaning z, nuqtadagi chegirmasini topish uchun u funksiyaning z, nuqta
atrofida yoyilgan Loran qatorini c_, koeffitsiyentini topish kifoya, haqiqatdan bu holda

f (z) ning yoyilmasi [30-33]

f(z)= > c,(z-2,)" kabi boladi.

nN=-—o0

Bundan C_; ni topish yetarli.
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3

Misol. f(z)= ZZ+2

funksiyaning z=-2 oddiy qutbga ko‘ra chegirmasi topilsin.

Yechish: (5) formulaga ko‘ra

Res f (-2)=lim [(2+2)1 (z)]:zlimz{(z+2)%}:(— 2 -8

2

Misol. §

|2

22 41)(2+3) integral chegirma (qoldiq)lardan foydalanib hisoblansin.

Y 4

1
N

Yechish: (z2 +1)(z +3)=0=z, =i, z,=—1i, z;=—3 maxsus nuqtalar bo‘lib
Z,=—3 nuqta | z|=2 doiraga tegishli emas [34-37].
a) z=i oddiy qutbdagi chegirma quyidagicha:
2 - .2 -
Res f (i)=lim —2 @y __ I© 31
=i (z—i)(z+i)(z+3) 2i(i+3) 20
b) z=-i oddiy qutb nuqta
2% (z+i) i2 1-3i

Res )=l 9 213 20
2 - - : (1+31+1-31) 7i
c) iz T (z+3)d z=27r|[Resf(|)+Resf(—|)]=27z|(—20 j:?
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