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 Аннотация: В работе рассмотрено трехмерное уравнение 

теплопроводности и это уравнение отражено на сферических координатах. 

Применено метод разделения переменных к этому уравнению и получено два 

дифференциальных уравнения, которого одной из них является уравнение с 

оператором Бесселя. Найдены общее уравнения этих уравнений, т.е. найдены 

общее решения трехмерное уравнение теплопроводности. 

 Ключевые слова: j функции Бесселя, функция Бесселя первого рода, 

уравнения теплопроводности. 

 Уравнения с оператором Бесселя 
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    появляется в 

различных разделах математической физики, связанных с задачами со 

сферической симметрией. Как правило, эти задачи возникают в сферически 

симметричных областях, таких как задача, о малых колебаниях газа в шаре или 

об изменении теплового потока внутри твердой сферы и многих др. Для 

примера рассмотрим хорошо известное уравнение теплопроводности 
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,                                       (1) 

в трехмерном евклидовом пространстве 3R  точек с координатами  , ,x y z . 

Как уже отмечено, в некоторых случаях решение оказывается удобным искать в 

сферических координатах 

sin cos , sin sin , cosx r y r z r       , 

где 
2 2 2r x y z   ,  угол между вектором t  и осью z , а  –угол между 

вектором t  и осью x . 

Переходя к этим координатам, получим, что уравнение (1) перейдет в 

уравнение 
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.             (2) 

Здесь радиальная составляющая оператора Лапласа оказывается 

оператором Бесселя B  с индексом 2  , сферическая составляющая оператора 

Лапласа 
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называется оператором Лапласа на сфере. 

Теперь займемся нахождением общего решения уравнения (2). Подобные 

задачи такого вида изучены в работах [1]-[12]. 

К уравнению (2) применим метод разделения переменных.  Представим 

неизвестную функцию в виде 

   
2 2

,k a tg e R r S                                           (3) 

и подставим в уравнение (2), получим два дифференциальных уравнения  

0S S    ,                                                    (4) 

   
 

2
2

2 2

2
0

d R r dR r
k R r

r drdr r

 
    

 
,                              (5) 

где  константа разделения. 

Если  1n n   , то функция    , ,nS S     является сферическая 

гармоника [13], [14] порядка n , которая удовлетворяет уравнению 

     , 1 , 0.n nS n n S         

 Общее решение последней уравнений найдено в работе [15]. 

 При выполнении замену    1/ 2R r r r  и при  1n n    уравнения (5) 

принимает вид 
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 Обозначив  
2

1/2n   через 2p  и поделив обе части (6) на 2k , получим 

2 2
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 Введем новую функцию по формуле pt u  , будем иметь 

2 1

2 2 2

1 1p pd p
t u t u

dtk t k k

     , 

 2
2 1

2 2 2 2 2

11 2 1p p

p

p pd p
t u t u u

k t dt k k k t

  
    . 

Подставив найденные выражения в уравнении (7), получим 
2

2 1 0pB u k u   , 

поэтому  

   1 2 1 2 2 1p pu C j kt C j kt    , 
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где      2 1 /j x J x x 
     j -функции Бесселя, а  J x функция 

Бесселя порядка   [16]. 

 Поскольку   1/ 2,pt u R r r     и    
2 2

,k a t
ng e R r S   , то решение 

уравнения (1) будем иметь вид 

     
2 2 1/ 2

1 2 1 2 2 1,k a t p
n p pg e S r t C j kt C j kt  

      . 
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