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Аннотация: В настоящей работе, найдены соотношение между iz  и 1iz ,  (
jt

и 
1jt ), а затем показано, что 

1nqz  и  
nqt  являются почти дробно-линейными 

функциями от 0z  и 0t  соответственно, где предполагается, что определяющая 

функция )(xf , удовлетворяет  условиям )()( 41 cc   и число вращения )( fT   

иррационально. 

Abstract: In the present paper, we find the relation between iz   and 1iz , (
jt and 

1jt ), then it is shown that 
1nqz  and  

nqt  are almost linear-fractional functions of  0z and 

0t , respectively, where it is assumed that the defining function  )(xf satisfies the 

conditions )()( 41 cc   and the rotation number is )( fT   irrational. 

Ключевые cлова: гомеоморфизмов окружности, ренормализация, число 

вращения. 
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Введение. Рассмотрим сохраняющий ориентацию гомеоморфизм 
fT  

единичной окружности )1,0[)},({ 1  SxxfxT f  (1.1) где скобка }{ - 

обозначает дробную часть числа, а )(xf -определяющая функция   
fT ,  

удовлетворяет следующим условиям: 

 1c   )(xf -непрерывная, строго возрастающая функция на  1R ; 
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 2c   1)()1(  xfxf  для любого  1Rx ; 

 3c   гомеоморфизм   xT f
  в точке bxx   имеет излом, т.е. существуют  

конечные односторонние производные 0)0(' bxf  и )0(')0('  bb xfxf ; 

 4c  )(' xf -абсолютно непрерывная функция на ]1,[ bb xx   и );(" 1 dlSLf p   

при некотором 1p . 

Число 
)0('

)0('
)(






b

b
bf

xf

xf
x   называется величиной излома 

fT  в точке  

bxx  . Условие  4c  называется условием гладкости Кацнельсона и Орнстейна. 

Анализ и результаты. Пусть число вращения )( fT   иррационально и 

разложение   в непрерывную дробь имеет вид: ,...],...,,[ 21 nkkk . 

Положим 1],,...,,[ 21  nkkk
q

p
n

n

n . 

Числа nq -удовлетворяют разностному уравнению: 

1,,1, 110111   nkqqqqkq nnnn . 

Обозначим особую точку bx  через 0x  и рассмотрим ее итерации, т.е. 

1,0  ixTx i

fi . Обозначим )( 0

)(

0

)(

0 xnn  -замкнутый отрезок, соединяющий 

точки 0x   и  
nqx . 

Обозначим через )( 0xVV nn   замкнутый интервал, соединяющий точки 
nqx  

и 
1nqx . Ясно, что )1(

0

)(

0

 nn

nV  . Интервал nV -называется  n -ой 

ренормализационной окрестностью точки 0x . Определим отображение 

Пуанкаре по формуле: 

















.,

},{\,
)(

)1(
0

0
)(

0
1

nq
f

nq

f

n
xеслиxT

xxеслиxT
x

n

n

  (1.2) 

По общей схеме метода  ренормализационной группы (РГ) нас интересует 

главным образом поведение отображения Пуанкаре ),(xn  при n . 

Поскольку длина отрезка  nV  экспоненциально стремится к нулю и nq  при 

n , поведение  )(xn  удобно изучить в новых перенормированных 

координатах. Введем перенормированные координаты z  на  nV : 

n

q

Vx
xx

xx
z

n





 ,

0

0   (1.3) 
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Обозначим  

n

n

q

q

n
xx

xx
a




 

0

01 . Очевидно, что 0na . При  nVx , 

соответствующие координаты  z  принимают значения от 1  до na . В новых 

координатах отображению n  соответствует следующая пара ),( nn gf : 

,
))((

)(

,
))((

)(

0
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n
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q

nq

q

n

q
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
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 (1.4) 

Пара функции ),( nn gf  называется n -ой ренормализацией  отображения 

n .  Положим 1,1,)(

0

)(  niT ni

f

n

i . Пусть для определенности  n -нечетное 

число, тогда имеет место соотношение 
nn qq xxx  01
. 

Система отрезков  }0,;0,{ 1

)()1(



  n

n

jn

n

in qjqi  образует 

разбиение окружности  (см. [1]). При этом  соседние два отрезки из n  

пересекаются одной лишь концевой точкой. 

Введем относительные координаты  10,  ni qiz , внутри отрезков )(n

i  и  

nj qjt 0, , внутри отрезков )1(  n

j   по формулам: 

(1.5) 

Лемма 1.1.  Имеют место следующие равенства: 

]0;1[,
))(( 00









z
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xxzxTx
z

n

n

qii

q

i
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n
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









  (1.6) 

Доказательство леммы 1.1.  Лемма 1.1 доказывается прямым 

вычислением.  Если  )(n

ix  ,   тогда  
)(

0

ni

f xT 
. Используя равенство (1.3) 

получаем:  )( 00 nq

i

f xxzxxT 
 и  ]0;1[z .  Из этого  

n

n

nn qii

q

i

fi
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i
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i

fi

qii

i
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
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 














))(()(
)(

00
;  Точно также, если 

)1(  n

jx , тогда 
)1(

0

  nj

f xT   и )(
100 



nq

j

f xxzxxT , ];0[ naz . 

Учитывая это получаем 
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Лемма 1.1 доказана. 

В настоящем параграфе, мы найдем соотношение между iz  и 1iz ,  (
jt и 

1jt ), 

а затем покажем, что 
1nqz  и  

nqt  являются почти дробно-линейными функциями 

от 0z  и 0t  соответственно. Ниже мы всюду предполагаем, что определяющая 

функция )(xf , удовлетворяет  условиям )()( 41 cc   и число вращения )( fT   

иррационально. 

Введем следующие обозначения: )(

0,,, ni

fiiiqii xxTxx
n

   . Ясно, 

что  ,0,],[ 1 niii qi  
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
 

Теорема 1.1.  Справедливо следующее равенство: 

)1))(exp((1

))(exp(

0110

0110

1 






 zmz

zmz
z

nn

nn
qn 


   (1.7) 

Доказательство. Теорема 1.1 доказывается прямым вычислением. 

Ясно, что 

11

11
1,
















ii

ii
i
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ii
i zz








, 

где, ),(1 ii f    

,))(("))((')()(1  

i

i

dyyyffff iiiiiii





  

.))(("))((')()(1  

i

i

dyyyffff iiiiiii





  

Подставляя в выражение для  1iz , получаем: 
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Из это вытекает что 
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Используя это  равенство получим: 
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  (1.8) 

Решая уравнение (1.8) относительно 
1nqz , получим доказательство 

теоремы  1.1. 
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