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IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI BUZILADIGAN DIFFERENSIAL
TENGLAMA UCHUN CHEGARAVIY MASALA

Qodiraliyev Asadbek Ikromali o‘g‘lh

Annatotsiya: Ushbu maqolada buzladigan 1kkinchi — tartbli  tenglama uchun
boshlang "ich-chegaraviy malasa bavon qilingan va tadqiq etilgan. Malasaning yechimining
vagonall energiva integrallari usulidan foydalanib isbotlangan. Malasa vechimining mavyud
ekanligi esa o *zgaruvchilarni aratish usuli yordamida ko “rsatifgan.

Kalit so‘zlar: buziladigan differensial tenglamalar,  chegaraviy masala,  energiya
mtegrallart usul, o *zgaruvchilarni ajratish usull,

Annotation: In this article, the mitial-boundary problem for the degenerative second-
order equation 1s described and researched. The solution of the problem is proved using the
method of energy imntegrals. The existence of a solution to the problem is shown using the
method of separation of variables.

Key words: Degenerative differential equations, boundary value problem, method of
energy mntegrals, method of separation of variables.

AHHOTANUA: B 0anHOU cmambe Onucana u Uccied08aHd HAYAIbHO-KPAE8As 3a0aud
OJIsl BbIPOANCOAIOUIE20CS YPABHEHUSL 8MOP020 Nopsoka. Pewenue 3adauu ookxazvieaemcs
Memoodom unmezpanos smepeuu. Cyujecmeosanue peulenus 3a0a4u NOKA3aHO ¢ NOMOUBIO
Memooa pazoeiieHus NepemMeHHbIX.

KaroueBsble ciioBa: Buipoowoarowuecs ouggepenyuanvhvie ypaeHneHus, Kpaesas
3a0a4a, Memoo UHmMe2panos IHepeull, Memoo pazoeieHusi NepemMeHHbIX.

I. Kirish. Masalaning qo yilishi. O‘tgan asrdan boshlab buziladigan ikkinchi tartibli
xususlty hosilali differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalalar o‘rganish boshlangan va
anchagina boy tarixga ega. Bu tadqiqotlar ko‘plab olib borilishiga qaramasdan so‘ngi yillarda
ham giperbolik tipdagi buziladigan ikkinchi tur tenglamalar uchun boshlang‘ich va chegaraviy
masalalar o‘rganib kelinmoqda( masalan [1]-]9]).

So‘ngl yillarda esa kasr tartiblhi to‘lqin tenglamalart uchun chegaraviy masalalarni
o‘rganishga bo‘lgan quziqish ortgan. Shu sababli biz ushbu ishda ikkinchi tartibli xususiy
hosilali buziladigan differensial tenglamalar uchun chegaraviy masalani ko‘rib chiqamiz.

Q={(xt):0<x<10<t <T} sohada

CDg’tu(x,t)z[xﬁux(x,t)l (1)

tenglamani qaraylik, bu erda _ D - Kaputo ma’nosidagi kasr tartibili operator [7]

Y 1 ru,(%2)
DRUD) = s j el

Ot,ﬂ,T - o‘zgarmas hagiqiy sonlar bo‘lib, 0< ﬂ <l ,1<a<2,T>0.

B masala. Shunday U ( X,t) funksiya topilsinki u quydagi xossalarga ega bo‘lsin:
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D u(x,t), xﬂux(x,t)ec(ﬁ), [xﬁux(x,t)]x, CD&U(X,t)eC(Q) sinfga tegishli;

2) Q soha (1) tenglamani qanoatlantiradi.

3) Q soha chegarasida esa ushbu

limx“u, (x,t)=0, u(Lt)=0, te[o,T] @)
u(x,0)=g(x), u(x0)=¢,(x), x<[0,] 3

chegaraviy va boshlang’ich shartlarni qanoatlantiradi, bu erda ¢;(X), @,(X) - berilgan
funksiyalar.

Endi masalaning yechimimi  mavjudligini  ko‘rsatish magqsadida (1) tenglamaning
yechimini

u(x,t) = X0QT(t) ()

ko‘rinishda qidirib, uni (1) tenglamaga qo‘yib, ba’zi soddalashtirishlarni amalga oshirib,

DET (1) _[X'00] :

T XX ©)

tenglamani hosil gilamiz.

(H) tenglamani uning o‘ng tomoni t ga, chap tomoni esa X ga bog‘liq bo‘lmagani uchun

uni o‘zgarmas (— /1) soniga tenglab,
<DET () + AT (t) =0, 0<t<T; (6)
[x*X'(x)] +2X(x) =0, 0<x<1; @)

ko‘rimishidagr oddiy differensial tenglamalarni hosil qilamiz. (5) tenglikka asosan (3)
shartlardan X (x) funksiya uchun
i By! —
—0. X(1)=
limx”X (x)=0, X(1)=0 )
shartlar kelib chigadi.
{(7),(8)} spektral masalaning xos sonlarini topish uchun (7) tenglamani X(X) ga

ko‘paytirib [0,1] oraligda mtegrallaymiz:
1

1
J[¥"X"(0)] X ()ax+A[ X*(x)dx =0. 9)
0 0
(9) n1 bir marta bo‘laklab integrallab, (8) shartni e’tiborga olsak, u holda

jxﬂ[x'(x)]2 dx:isz(x)dx (10)

tenglikni hosil gilamiz, undan esa 4 >0 ekanligi kelib chiqadi.
’ leﬂ
Dastlab, A =0 bo‘lsin (8) ga ko‘ra [x/’X '(X):| =0 bo‘lishidan X(x)= Clm+C2

kelib chigadi, uni (8) shartga bo‘ysundirsak, X (X) =0 ekanligi kelib chiqadi. Demak A=0

XOS sOon €mas.
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2>0 bolsin. U holda X (X) =V (Z)
x>#
Z=——o
(2-5)
belgilash kiritib olamiz.  (11) dan kerakli hosilalarmi olib, (7) ga qofllab, ba’zi

soddalashtirishlarni amalga oshirib,

V'(2) _
2_ﬂ+/1V(z)_O (12)

(11)

V"(2) +

tenglamani hosil qilamiz.

(12) tenglama Bessel tenglamasiga keltrilgan tenglama bo‘lib, uning yechimi

ﬂ
V(2)=(2Vz 7| C, (2422)+C,3, (2422
ko‘rimishda  bo‘ladi, bu  yerda C1 , C2 va V —o‘zgarmas  sonlar,
V= (l— ,B) / (2 — ﬂ) J, (Z) —birinchi tur Bessel funksiyasi.
(11) belgilashga ko‘ra (8) tenglamaning umumiy echimi
1-8 2-p 2-p

X(x)= 21CJ,| 244 CJ ., | 2VA (13)
()[ j R = e

2-p

Ko‘rinishida bo‘ladi, (13) dan hosila olib X'Bga ko‘paytirib, (8) chegaraviy shartlarni

birinchisiga bo‘ysindirib, Cl =0 ekanligini topamiz.

27

X(1)=0 dan esa CZJV[Z—ﬂ

%&

2-p

jzo tenglamanm  hosil  qilamiz. Cz #0 deb,

J: 0 tenglamani yechamiz. v >0 bo‘lganligi uchun J_, L%J =0 tenglama

absalyut qiymati bo‘yicha cheksiz kattalashib boruvchi sanoqli sondagi haqiqiy yechimlarga ega

[8]. Uning N —musbat yechimini 8, bilan belgilasak {(7), (8)} masalaning sanogh sondagi

[2-8,7
A _[ 2 ‘9”} ,n=L12,..
xos qiymatlariga ega bo‘lamiz, unga mos keluvchi xos funksiyalar esa
-5 25
X, (x)=x 2 J{@nx 2 } n=12,.. (14)
ko‘rinishida bo‘ladi.

1-lemma. (/4) formula bilan aniglanuvchi X (X) , he N funksivalar (0,1) kesmada
ortonormal va to‘la sistema tashkil grladr. [10]

Yugqoridagilarga asosan B masalaning formal yechimi
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zixlzﬂJV{enxzzq[gomEM(—,lnt“)+(p2nEa,2(—/1nta)] (15)
korinishda  bo'ladi, bu erda  v=(1-p5)/(2-p). golnzﬂinj:(pl(x)xn(x)dx
o :ﬂi I:¢2(X)Xn(x)dx, i :ng(x)dx:[u(z— )]3%.(6,). 6, :ﬁﬁn |
E, ,(2) :2 o (2, fel):R(a) > 0) - Mittag-Leffler funksiyasi.
1-Teorema. Agar (), "¢l (X) [xﬁ ] eC(0,1),
[0 ()] cCODALOY,  ¢O=0,  lmKe/(x)=0

|Im|:(01( ) :| =0, |Im[(pj( ) :| =0 bosa, u holda B masalaniung yechimi mavjud va

x—0 x—1

vagona bo‘lib, u (15) gator bilan aniqlanadl.
Isbot. Teoremam isbotlash uchun (15) va X'BUX(X,t), [x/”ux(x,t)]x,c D&U(X,t) ga

mos keluvchi qatorlarni tekis yaginlashuvehi ekanligini isboltash yetarl.
Dastlab (1)) qatorning tekis yaqginlashishini ko‘rsatish maqsadida gatorni baholaymiz:

u(x0]= XX, (%)

n=1

B 2B
X 2 JV(an 2 )

Xn (X) ni Bessel-Klifford funksiyasidan foydalanib,

T

(1)]=

(Dln a( /’{’ta)+¢2n a2( X‘nta)

0

2.

n=1

(16)

-5

X, (X)=Cy (A, ) 77 E{%wJ (17)

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda

_ 28\ (g \ p-1 2p
Jv| X2 =(7”j I'(—v+1)x2J | Gx?

‘L ‘ ) <lva

u(xt)<C Z‘\/_%n

tengsizlikni hosil qilamiz.

‘ ‘ E a, 2 ‘ < C tengsizliklardan foydalanib,

D e ZN_%

—(3-2p)I(2-p)

Koshi-Bunyakoviskiy tengsizligini qo‘llab,
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oo oo 12 oo oo 12
u(x.t) <C, (Zﬂ,ﬂ(pfnz ,1n(—z)/(z—ﬂ)j +C, (Zﬂhgognz lr(]—z)/(Z—ﬂ)j (18)
n=1 n=1 n=1 n=1

tengsizlikni hosil qilamiz.
Endi ushbu tenglikni garaymiz:

Pn==3, 2 p I(P,(X)X (x)dx. (19)

J —v+1 (Hn )

(7) tenglamadan foydalanib, (19) dan

1 X
f(p,n——z (Q)J(p,()[x \M—(X)de (20)

tenglikni hosil qilamiz. (20) dagi integralni bo‘laklab integrallab
B
- (X)X (x)x*[ Bl X (x)x2
/—(pm__z @J( ) ( ) —Jl¢f(X)X2 L dx

Jva (0n ) \/Z \/Z

tenglikni hosil qilamiz, bu yerda ?; ) 0 bo‘lganligi uchun

0

B
B

¢
Vit = __Ev+1(9 )_[ ¢ (x)x2 % dx 21)

i '
L4 X2 X/ (X
ekanli kelib chiqadi oxirigi ifoda «/ingojn ni @;(X)X2 funksiyaning —)

sistema bo‘yicha Furye koefhitsenti bo‘ladi, u holda Bessel tensizligiga ko‘ra

2 ! ! 2 B ¢
<Cq[ (¢} (x)) ¥’dx<M (29)
2
L -2
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, bu erda Cg =| —/——
J -v+l (Hn )
+00 . -
(22) ga kora (18) tengsizlikdagi Zlngojzn , =1 qatorlar yaqinlashuvchi bo‘ladi,
n=1
o 328
o) E(O 1) bo‘lgani uchun Zﬂ. >h gator umumlashgan garmonik bo‘lib u yaqinlashuvchi
n=1

bo‘ladi.
Bularga ko‘ra (18) yoki (15) qator tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Endi [Xﬁ UX(X,'[):L funksiya mos qatorni tekis yaqginlashuvchi ekanligini - ko‘rsatish

magsadida
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[Xu,(x1)], :il[xﬂx;(x)] [PuE, (~A) + 0tE, o (~4) ] 9

tenglikni qaraymiz. Bu tenglikda (7) tenglamadan foydalanib,

[, ()] =D (~4) X, ([ B, (At +olE, o (-419)] e

tenglikni hosil gilamiz.
Yugqoridagi tengsizliklarga asoslanib,

‘[xﬁux(x,t)}x‘ < C4+2.1M’n¢1n‘ JA - ‘+C Z|ﬂh(p2n

tengsizlikni hosil gilamiz.

\/— -p)i(2 ﬂ)‘

Oxingr tengsizlikka Koshi-Bunyakoviskiy tengsizligini qo‘lab,

%

~(3-2p) v2

Zﬁ)

—(3-2)

‘xﬂu ‘ Z‘ﬂﬁgpfn +C, e

¢2n (25)

>

n=1

tengsizlikni hosil qilamiz.

Endi (7) dan fovdalanib (19) dan

donPa®in = _2 ff @, (X xﬂX,;(x)] dx (26)

—v+l

tenglikni hosil qlldle, (26) dagr itegralni ikki martta bo‘laklab integrallab

Aol (pjn=%ﬁ{¢j(x)xﬂx;(x)\:_¢;( P () + [ X (x )]'Xn'(x)dx}

tenglikni hosil qilamiz, bu yerda ?; (1) =0 va Iing X’ (p; (X) =0 bo‘lganligi uchun
X

Aﬁ\/zqojn:—z \/»J.[ X’ dX (27)

—v+1

(7) dan f()yddldnlb (27)

ln\/_co,n—_z ﬁ j[ﬁ’ %dx (28)

—v+1

ko‘rinishida yozib olamlz, (28) dagi integralni bo‘laklab integrallab

=2 [ ] EE (o] 2

x=0 n \/Z

! ﬂ "
tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda |Xig’1\|:Xﬁ(p;(X):| =0, x2 |:Xﬁ§01( ):| ELZ(O,].)

bo‘lganligi uchun
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" ﬂ x2X
()] x?

}“\/_401"_—2 I[ﬁ

—v+l

" é
ekanligt kelib chiqadi oxirgi ifoda ﬂh\/Zngn ni [Xﬂ (or:(x)] x?  funksiyaning

B
x2 X, (x)

N

z&,fgofn <C J( i (x x/’] j xPdx <M (29)

sistema bo‘yicha Furye koefhitsenti bo‘ladi, u holda Bessel tensizligiga ko‘ra

2
ifodani hosil gilamiz, bu erda C; = zﬂ 2
‘J—v+1 (9 )

(29) ga ko‘ra (25) tengsizlikdagi birinchi qator yaqinlashuvchi, € (0,1) bo‘lgani uchun
w 328
Zﬂn >F gator umumlashgan garmonik gator bo‘lib u yaginlashuvchi bo‘ladi.
n=1

Bularga ko‘ra (25) yoki (23) qator tekis yaqginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.

Faraz  qilaylk, V(X,t) va V,(Xt) yechimlarga ega boflsin. Undan
V(x,t) =V, (x,t) =V, (X,t) funksiya Q sohada (1) tenglamaga mos bir jinsli tenglamani,
uning chegarasida esa V (X, 0) =0, lim XﬂVX (X,t) =0,V (].,t) =0,V (X, 0) = Otengliklarni

x—0

ganoatlantiradi.
Quyidagi funksiyani qarayhk:

-[V x,t) X, (x)dx (30)
(30) dan foydalanib
oD, (1) = [ DEV (x,t) X, (x)dx (31)

(31) n1 topamiz.
(1) tenglamadan foydalanmb (31) n1

o Dav, (t)= [ XV, (x.4)] X, (x)ax (33)
ko‘rinishiga yozamiz. (33) ni ikki martta bo‘laklab integrallab (2) va (8) dan foydalanib,
e Dav, (t) =[x/ X2 (%) TV (x,t)dx (34)

(30), (84) va V (X, 0) =0, Vt (X,l) =0 shartlardan foydalanib,
¢ DoV, (£) + 4.y, (t) =0
A (O) =0, Vn' (0) =0

masalani hosil gilamiz. (35) masalaning yechimi V, (t) =0 ekanligini ko‘rish qiyin emas.

(30) ga ko‘ra

(35
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1
JOV (xt)X,(x)dx=0
bo‘ladi. {Xn (X)} sistema  to‘la bo‘lgani uchun V (X,t) =0bo‘ladi. Budan esa
Vl(X,t) =V2(X,t) kelib chigadi. Bundan esa B masalaning yechimi yagona ekanhgi kelib
chiqadi.
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