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Annotatsiya. Mazkur maqolada quviovchining  boshqaruviga maxsus — integral
kornmnishdagi  chegaralanish qo'vilgan quvish va qochish masalalarr qaralgan. Bu kabr
chegaralanishlar 1lk  bor A.Azamov tomonidan qolyilgan. Fizikaviy nuqtar nazardan
quvlovchining boshqaruviga qovilgan bu shartlar ularga berilgan resurslarni uzluksiz tiklanib
borishini  anqlatadr. Qochuvchining boshqaruviga esa odatdagi geometrik chegaralanish
qolilgan. Shunday shartlar keltrilganki, ularning bajarilishi quviovchi uchun yutuql, aks
holda esa qochuvchr uchun yutuqli bo ladl.

Kalit so'zlar. Differensial ovinar, quvish masalasi, qochish masalasi, [l-strategiya,

A.Azamov chegaralanishlarr, geometrik chegaralanish.

KIRISH
1. Masalaning qo'yilishi
Aytaylik R™ fazosida x boshqariluvchi obyekt y boshqariluvchi obyekini quvlayotgan

bo'lsin. x orqali quvlovchining, ¥ orqali esa qochuvchining R™ fazosidagi holatini belgilaymiz.
Mazkur 1shda quvlovchi va qochuvchining harakatlari mos ravishda quyidagr dinamik

sistemalar bilan ifodalangan differensial o'yin qaraladi:
x=u, x(0)=x,, 1)
y=v, y(0) =y, 2)
bu yerda, x,v,u, v € R",n = 1; x,, ¥y -obyektlarning boshlang'ich holatlari, x5 # y,
deb hisoblanadi, u, v-tezlik vektorlari, ular boshqaruv parametrlart bo'lib xizmat qiladi. Shu
bilan birga 1 vektorning vaqt bo'yicha o'zgarishlari u(-):[0,00) — R™ ollchovli funksiya
bo'lishi lozim. Unga quyidagi maxsus ko'rinishdagi inegral chegaralanishlar qo'yiladi
f;ll,u[sjl2 ds<p?mnpul<t<a, “
_]';_alwfsjl2 ds < p?>,mput > a. (
Bunday ko'rmishdagi chegaralanishlar 1lk bor A.Azamov tomonidan qo'yilgan
chegaralanishlarning xususiy holi bo'lib, u fizikaviy nuqtai nazardan quvlovchi energiyasining £
vaqt o'tishi bilan uzluksiz tiklanuvchanligini bildiradi, bu yerda @-biror musbat son, p esa-

nomanfiy son.
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Shu kabi v vektorning vaqt bo'yicha o'zgarishlari v(-): [0,50) — R™ ollchovli funksiya
bo'lishi lozim. Unga odatdagi geometrik chegaralanish qo'yilgan bo'lsin

|u(tj|5:—?t:_:={], (4)

bu yerda, @- nomanfiy son. Bunda maxraj simmetriya magsadida qo'yilgan.

X obyektning maqsadi qochuvchini tutish, ya'ni chekli £ vaqtda

x(t) = y(t) (5)

tenglikka erishish, bu yerda x(t),y(t)-o'vin jarayonida vujudga keladigan
trayektoriyalar. Qochuvchi quvlovchi bilan uchrashmaslikka harakat qiladi, buning ilojisi
bo'lmagan taqdirda xech bo'lmasa uchrashish vaqtint mumkin qadar cho'zishga harakat qiladi.
Albatta, masalaning bunday qo'yilish1 qo'shimcha 1zohlar talab qiladi.

Ushbu 1shda quvlovchining bohqaruviga (3) ko'rimishdagi chegaralanish qo'yilgan
differensial o'yvin ilk bor oTrganilgan. U 0 =<t < @ vaqt oraligida odatdagi integral
chegaralanish bilan ustma-ust tushadi. Bundan buyon (3) va (4) chegaralanishlarni birgalikda
AG-chegaralanishlar, ular bilan berilgan (1) va (2) o'yvinni AG-o'yin deb yuritamiz

I-ta'mf:

_]"':IL.{lfs]l2 ds=p’npul=t=a, o
_]';_r:rlu(sjl2 ds < p?,mput=a
va

|u(tj|£;—5.t:_:~{], (4)

chegaralanishlarni qanoatlantiradigan u(t) va v(t), £t = 0 o'lchovli funksiyalar mos
ravishda quvlovchi x va qochuvchi ¥ ning joiz boshqaruvlari deyiladi, bu yerda a-biror
musbat son, P va @ esa- nomantly sonlar.

Quvlovchining joiz boshqgaruvlart sinfini, yami (3) chegaralanishlarni gqanoatlantiruvchi
o'lchovli funksiyalar sinfini U orqali, qochuvchining joiz boshqaruvlari sinfini, yani (4)
chegaralanishni qanoatlantiruvchi o'lchovli funksiyalar sinfini esa ¥ orqali belgilaymiz.

Quvlovchi va qochuvchining u(-) €U va v(-) EV joiz boshqaruvlarga mos
trayektoriyalart mos ravishda quyidagi tenglamalar bilan aniglanadi

x(t) = x, + f;u(s) ds,y(t) = v, + f;v(s) ds.

Bizga quyidagi lemma kerak bo'ladi.

l1-lemma. Agar o'lchovli u(t), £ = 0 funksiya uchun

f:_afll,r:(sjl2 ds < p®, nput=a (3)

ko'rinishdagi A-chegaralanish o'rinli bo'lsa, u holda unung uchun quyidagi

t
J,_ Ju@® ds =Vap,t =a, (5)
chegaralanish ham o'rinli bo'ladi, bu yerda @-biror musbat son, p va @ esa- nomanfiy

sonlar.
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Avytish joizki, (5) dan (3') har doim ham kelib chiqavermaydi. Lemmaning isboti Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligidan oson kelib chigadi.

f:_alu(sjl ds = f:_a 1-|u(s)lds <+a- Jf:_alu(s]lz ds = /a p, yani,

t
J,_ Ju()| ds =ap. (5)
2-lemma. Agar o'lchovli v(t), t = 0 funksiya uchun
lv()<=,t=0, (4)
W

ko'rinishdagi geometrik chegaralanish o'rinli bo'lsa, u holda unung uchun quyidagi

[ ) ds<vVao.t=a, 6
va
f:_alv(sjlg ds = HE,HPHEE o (6

chegaralanishlar ham o'rinli bo'ladi, bu yerda a@-biror musbat son, p va @ esa- nomanfiy

sonlar.
Avytish joizki, (6) va (6') lardan (4) har doim ham kelib chigavermaydi. Lemmaning isboti
(4) m [t — @; t] oraliqda integrallashdan oson kelib chiqadi.

Endi o'yinchilrning strategiyalariga ta'rif beramiz.

2. Strategiyalar ta'riflan

Quvish masalasimni yechish uchun quvlovchining strategiyasi ta'rifini keltiramiz [1-8].

2-tamif. u: V' — U akslantirish quyidagi shartlar bajarilganda quvlovchining strategiyasi
deyiladi:

1. Joizlik sharti. Ixtiyoriy v(+) € V¥ uchun biror [0;T] oraliqda u(-) = M(UI:]) =2
munosabat bajarilsin, bunda u(t) = u(v(t]) ,t = 0 funksiya u(v()) , U €V strategiyani
amalga oshirish funksiyasi deyiladi.

2. Volterra sharti. Agar v;(-),v,(-) €V uchun [0;T] da v,(t) = v,(t) tenglik
deyarli bajarilsa, u holda [0;T] da u,(t) = u,(t) tenglik deyarli bajarilsin, bu yerda
u, () =u(v,(), i=12

B-tarif: z(t) = x(t) — y(t), 2o = x5 — ¥, bo'lsin. U holda agar ixtiyoriy v(-) € V

uchun
Z= u(v(t]) —v(t), z(0) = z, (7)
Koshi masalasining yechimini
z(t) = A(t,v())zo,4(0,v()) =1 @®)

ko'rinishda tasvirlash mumkin bo'lsa, u holda u strategiyani parallel quvish strategiyasi
yoki [l-strategiya deb ataladi, bu yerda f’l(f.l?l:'])- t,t = 0 ning biror skalyar funksiyasi
bo'lib, uni odatda quvish masalasida yaqinlashish funksiyasi deb ataladi.

4-ta'rif. Agar ixtiyorty () € ¥V uchun
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a) vaqgtning shunday t* € [0; T] momenti mavjud bo'lsaki, uning uchun z(t*) = 0
bo'lsa;

b) [0;t"] vaqt oraligida u(v(]) € U bolsa, u holda II-strategiya quvlovchi uchun
[0; T] vaqt oraligida yutuqli deyiladi.

Endi o'yinni qochuvchi nuqgtai nazari bilan qaraymiz.

5-ta'mif. Agar ixtiyorly u(-) € U uchun

z =ul(t)—v*(t), z(0) =z,

Koshi masalasining yechimi z(t) barcha t = 0 larda noldan farqli bo'lsa, ya'ni
z(t) # 0, barcha t = 0 uchun, u holda v*(-) € V boshgaruv qochuvchi uchun yutuqli
deyiladi.

NATTJALAR

3. Quvish va gqochish masalasining yechimi

Mazkur bandda qaralyotgan AG-o'vinda quvish va qochish masalasini yechish shartlari
keltiriladi.

Teorema. Agar A-o'yinda p = g bollsa, u holda o'yin quvlovchi uchun yutugli bo'ladi va
EM|

g—c

kafolatlangan tutish vaqti T = v"E bo'ladi. Agar p < ¢ bolsa, u holda o'yin qochuvchi

uchun yutuql bo'ladi.
Isboti: 1. Dastavval o'yinchilarning erishish sohalarimi aniglaymiz.

(1) m t — a dan t gacha oraliqda integrallaymiz:

x(t)—x(t—a) = f:_a u(s)ds. 9)
(2) ni esa 0 dan t gacha oraliqda integrallaymiz:
y(©) = o = [ v(s) ds. (10)

(9) dan va 1-lemmadan, ya'ni (5) dan
lx(t) —x(t —a)| =Vap

hosil qilamiz.

t=ada

|x(a) — x5l = Vap

bo'ladi.

t=2ada

|x(2a) —x(a)| = Vap

bo'ladi. Va hokazo t = ma

|x(ma) — x((m — Da)| < JVap

ga ega bo'lamiz. Bulardan

|x(ma) — x,| = |x(ma) — x((m— 1]&') + x((m — 1)&) — x((m— 2]&') +
+x((m—2)a)— -+ x(a) — x| =
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|x(ma) — x((m — Da) |+ -+ [xQa) — x(a)| + |x(a) — x| =
= mJE 0, yani
|x(ma) — x,| = ma p. (11)
ni topamiz.
(10) dan esa (4) ga asosan

ly@® -yl =<zt

ni topamiz. Bundan £ = ma da

I\

ly(ma) —v,| =mvao (12)
topamiz.
Agar 5 .= PI:JCD] orqali markazi X, nuqtada, radiusi mya p teng bo'lgan sharni

belgilasak, u holda (11) tengsizlikdan quvlovchining erishish sohasi aynan S, Jz Pl:x,:,] shar

bo'lishi, agar S,, Ja J(}’g] orqali markazi vV, nuqtada, radiusi m\;’E g teng bo'lgan sharm

belgilasak, u holda (12) tengsizlikdan qochuvchining erishish sohasi aynan S, Ja o (vg) shar

bo'lishi kelib chiqadi.
Isbotlash mumkinki, p = @ bo'lganda, shunday 11 natural son1 topiladiki, natyjada

|zo] + Mm@ o = my/a p. (13)
bo'ladi, ya'mi quvlovchining erishish sohasi (shari), qochuvchining erishish sohasini
(sharmi) to'liq o'z ichiga oladi:

Smvas(o) C Smu,-'Epl:xoj-

(13) dan m ning bu giymat

m:}ﬁ (14)

~ Valp-o)
tengsizlikni qanoatlantiradigan eng kichik natural son bo'ladi.
2. Quvish masalasi.
Dastlab 0 = t = @ oraligni qaraymiz.

Bu oraligda quvlovchining boshqgaruvi  odatdagr integral chegaralanish  bilan

ifodalanadi: fu lu(s)|*ds = p%,0 =t < a. Ravshanki qochuvchining boshqaruvi doimiy
bir xil gemetrik ko'rinishda bo'ladi: |v(t)| < ji_, t = 0. Il-strategiyaning klassik modelini
Vi

go'llab, quvlovchining strategiyasini quyidagicha quramiz:

u(t) = v(t) — ({v(t],e} + J{u(r),e}z +*;—z—"£)e O<t<a, (15

z . .
bu yerda € = Iz_nl - birlik vektor.
o
Ko'rsatish mumkinki, (15) strategiya joiz bo'ladi. Haqiqatan, (15) ning har ikki tomonini

kvadratga ko'taramiz:
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lu()|? = [v(t)|* — 2(v(t),e) ({v(t)-€}+J{U(tj,e}2 _|_F;_z_%2)_|_

JZ

(), €2 + 20(0),€) [0, + 5 = Z 4 (0(©), e +5 % =

.- .- p? g2 |c..rz
= |v(t)]* + _?£?+?_ ==,

a o
t 2
Buni 0 dan t gacha oraligda integrallaymiz: folu(tjlz ds < %E vaD=st=a da

[ u(®)|? ds < p? bolishini topamiz.

(15) ni (7) ga yani £ = u(t) — v(t),z(0) = z, sistemaga olib borib qo'yib, 0 dan £

gacha oraliqda mtegrallaymiz:
2(t) =z, |, ({v(a).a} . J{v(a). e)2 + 2 — f)ds e, (16)
& o
(16) dan

z(t) = (Izﬂl — f; ({v(s].e} + J{v(s]_g}z —|—"’£—'§) ds) -

ni topamiz. Keyin A orqali integral ostidagi qavsni belgilaymiz va uni 17 bo'yicha

minimumga tekshiramiz:

AW(D) = (v(t),€) + J{m:ﬂ.e}z LB

2

2
Buning uchun {v(t), ) = x belgilash kiritib, f(x) = x + J x? + %— % funksiyani

o ¢ . .. . x L
—— < x = — oraligda minimumga tekshiramiz ' (x) = 1 + ———= =0, yani f (x)
Ve Ve [pz 7 97

W o o

monoton o'suvchi funksiya, shuning uchun

min_:; f(x] =f (— E) = ’T—f.
p—c

Demak, min,, o)l l(v(tjj = . Bundan xal giluvchi (8) funksiya uchun quyidagi

bahoni topamiz:

Aw(®)) = |zo| - f; ((v(s).e} + J{v(a).e}z +§_§)d5,

|[A(v(®)| = |z,:.|— t 0<t=<a.

D . |z, |
Bundan ko'rinadiki, agar v"E E < @ bollsa, u holda oyin 8 = \.'KE :_—Dg vaqtga qadar

quvlovchining foydasiga hal bo'ladi.
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ol

> a, bollsin, yani |z,| > vVa(p—a). Unda quvlovchining (15)

|z
p—a

Avtaylik, Ve

strategiyasi 0 =< £ =< @ oraliqda uning uchun yutugli bolmaydi va shuning uchun o'yinni

t = a da qaraymiz. Bunda quvlovchining strategiyasini yana (15) ko'rinishda tanlaymiz:

u(t) =v(t) — ({v(tj.e} + J{v(tl.e}z +Z—Z—§)e t>a,

buyerda e = ?l - birlik vektor.
o
(15) strategiyaning joizligim £ = @ uchun ham ko'rsatish mumkin. Haqiqatan, (15) ning

har 1kki tomonini yana kvadratga ko'taramiz:

lu(®)|? = [v()|* — 2(v(t),e) ({U(t)-€}+J{U(tj,e}2 _|_F;_2_0£)_|_

+Hw(t), e)* + Z(U(EJ.E}J{PHJ.E}E +E (), e+ - =
R

Keyin buning har ikki tomonini £ — @ dan £ gacha oraliqda integrallasak,

£ 2 t Pt 2
ft_alu(sjl ds < ft_a —ds=p
ni hosil gilamiz.
(15) ni yana Z = u(t) — v(t),z(0) = z, sistemaga olib borib qo'yib, t — & dan £

gacha oraliqda mtegrallaymiz:

z(t) =z(t —a) — f;_a ({v(sj, ey + J{v(s],e}z + %2— %2) dse. (17)

Ravshanki, t = @ paytdan to o'vin oxirigacha z{t — @) TT e bo'ladi. Haqiqatan, t = «

da
2t—a)=z,—f; ° ({v(sle} + w0 +§—§)ds e =
_ (|ZD| —fre ({v(s],e} + J{v(sj,e}z +*;—2—§) ds) e.
(17) dan

2(t) = (Iz(t ~a)|- [ ({v(s),e} + J{v(s),e}ﬂ +*’——":) ds) e (18)

ni hosil gilamiz. Yana A orqali integral ostidagl qavsni belgilaymiz va uni v bo'yicha

minimumga tekshiramiz:

(D) = (v(t),e) + J(u::r),e}ﬂ +Z-Z,
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min|v{t]|{ o A(v(t)) = Z=Z . Natijada, xal qiluvchi funksiya uchun quyidagi bahoni
= Ja

topamiz:
A(v(t)) = |z,| — ftt_a ({U(sj,e} + J{‘U‘(s]_e}? —|-*;—2— cTf)ds,
|[A(v(®)| = |zt — )| —Valp—0), t = .

Bundan va (18) dan t = & da

lz(t)| < |z(t — @) — Va (p— o)

bo'lishini topamiz.

t =ada
|z(a)] = |zo] —Va (o — o),
t=2ada

1zQ2a)| < |z(a)| —Va (o —0),

va hokazo t = ma da

|z(ma)| < |z((m— Da)|—Va (p—0)

ga ega bo'lamiz. Bulardan

|z(ma)| < |z((m— Da)| —Va (p—0) = - = |z| —mia (p— o)

ni topamiz.

Agar |zo]—myva(p—0) <0 bolsa, u holda |z(ma)| <0 bolib, o'yinning
t = ma vaqtga qadar quvlovchi foydasiga xal bo'lishi kelib chigadi. m natural sonining

qiymatini |z, | — mya (p — @) = 0 tengsizlikdan aniglaymiz va (13) ni topamiz:

m=—2el (19)
Va (p—o)

Yuqorida |z, = y’E (p — ) shartga ega bo'lganimizni e'tiborga olsak, m ning 1 dan
gatly katta natural son ekami ma'lum bo'ladi. Agar (19) ning o'ng tomoni natural bo'lsa, u
holda m sifatida aynan o'sha o'ng tomondagi ifodanm olamiz. Bulardan kafolatlangan tutish

vaqtini topamiz:

T = a2zl (20)

g—

Ma'lum bo'ldiki, o'vin 0 < £ < @& oraliqda quvlovchining foydasiga xal bo'lganda ham,
t = a oraligda shunday bo'lganda ham kafolatlangan tutish vaqti (20) ko'rimishda bo'ladi.

3. Qochish masalasi.

Aytaylik endi p <@ bolsin. Dastavwval 0 =<t <a vaqt oraligini qaraymiz.
Quvlovchining  AG-chegaralanishli  boshqaruv  parametri ® ni ixtiyorty bolsin  deb,

g Z,

gochuvchining boshqgaruv parametrimi V5 = T ez ko'rinishda tanlaymiz, bu yerda
o

Zg = Xg — YV (I-rasm). U joiz:
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2 g Zg 2 a
lwol2 = |- 22 ==
Ve |z41
Vg
—
< .
*a Mo
1-rasm

Shu bilan birga bizga (11) va (12) lardan ma'lumki, 0 <t < @ vaqt oraligida
quvlovchining erishish sohasi  |x(&) — x,| = y’E £ boladi, yam § Ja PI:JCD] shar,
qochuvchiniki esa, |v(a) — | = \J’E @ shar. Shartga kora ¢ = p bolgani uchun t = &

paytga qadar quvlovchining erishish sohasi qochuvchining erishish sohasini 0'z 1ichiga olmaydi,
yani barcha t € [0; @] uchun S 7 S) &S Ja pl:xoj. t = @ paytda o'yinchilar orasidagi

masofani quyidagicha topamiz.

2-rasm

Axy,x(a)yv(a) uchburchakda (2-rasm) uchburchak tengsizligidan barcha t € [0; @]
uchun

lx(e) —y(@)| = (Ixo — yo | + [¥(@) — yo ) — [x(@) — x| =

= ('xu — Yol + *JEU) - ‘J{EP = |zo| + Va(o — p) = |zg| ni topamiz.

Demak, t = @ paytga qadar o'yinchilar orasidagi boshlang'ich masofa saglanadi.

Endi @ =t < Za vaqt oraligni qaraymiz. t = @ paytda o'yinchilar yangi x, va y,
boshlang'ich holatlarni egallaydi. Yana quvlovchining AG-chegaralanishli boshgaruv parametri

g Z

U ni ixtiyorty bo'lsin deb, qochuvchining boshqaruv parametrini ¥, = ——= |—a| ko'rinishda
Ve lzg

tanlaymiz, bu yerda z, = x, — y, (3-rasm).

U ham joiz:

2
2 _ |2 Ba| _
lvﬂl _| Ve |z

29



IJODKOR O‘QITUVCHI JURNALI

5 APREL /2023 YIL / 28 —SON

3-rasm

Bunda @ =t < 2a& oraliqda quvlovchining erishish sohasi |x(2a) — x| = y‘E o
bo'ladi, ya'ni S Ja PI:JCJ] shar. Qochuvchining erishish sohasi esa

lv(2a)—y,| = u’E g bo'ladi, yani § Ja Jl:}’a] shar. Shartga kora @ = p bo'lgani
uchun t = 2 paytga qadar quvlovchining erishish sohasi qochuvchining erishish sohasini o'z
ichiga olmaydi, ya'ni barcha t € [@; 2&] uchun S,z ,(V,) € S,z p(xa]. t = 2a paytda
o'vinchilar orasidagi masofani quyidagicha topamiz.

Ax x(2a)y(2a) uchburchakda (3-rasm) uchburchak tengsizligidan  barcha
t € [a; 2a] uchun

|x(2a) — y(2a)| = (Ixg — yul + lyQa) = v D) = 1x(2a) — x,| =

= (Ixg — yo| + Vao) = Vap = |z,| + Va(o — p) = |z, ni topamiz.

Demak, t = 2a paytga qadar o'vinchilar orasidagi yangi boshlang'ich masofa saglanadi,
bu masofa o'z navbatida dastlabki boshlangich masofadan kichik bo'lmasligini oldingi
qadamda ko'rdik: |z, | = |zg].

Bu jarayonni davom ettirib, m-qadamda barcha t € [(m — 1)a; ma] uchun

lx(ma) — y(ma)| = |[Xen-1)a ~ Ym-1a| + V&6 =V p = |Z(n_1)al

ni hosil gilamiz.

Demak, ma'lum bo'ldiki, £ = ma paytga qadar o'yvinchilar orasidagi yangi boshlang'ich
masofa |3{m—1ja| saglanadi, bu masofa 0z navbatida avvalgt qadamdagi boshlangich
masofadan kichik boTmaydu: |z{m_1]a| = |z{m_2]a| va hokazo, ya'ni

Ix(ma) — y(ma)| = |2in_1ya| = |Zgm-2)e| = = = 20|,

Bundan m — ©o da barcha t € [0;+20) uchun |x(t) — v(t)| = |zy| hosil gilamiz.

Teorema to'la isbotlandi.

XULOSA

Ushbu maqolada biz 1k bor Akademik A.Azamov tomonidan qo'yilgan maxsus

ko'rinishdagr integral chegaralanishli quvish va qoshish o'yinini qaradik. Bunda aytilgan
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chegaralanish faqat quvlovchiga qo'yvildi. Qochuvchiga esa oddiy geometrik chegaralanish
go'yildi. O'yinning qanday shartlarda quvlovchining foydasiga xal bo'lishi va qanday shartlarda
gochuvchining foydasiga xal bo'lishi batafsil ko'rsatildi. Albatta, yuqorida aytilgan maxsus
chegaralanishlarmi qochuvchi uchun ham qo'yish mumkin. Yana bu shartlarning umumiy
hollar1 ham mavjudki, ularni organish juda ham dolzarb hisoblanadi. Bulardan tashqari
olingan natijalarni ko'p quvlovchili o'yinlar uchun ham qo'llash mumkin bo'ladi.
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